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1. fejezet
Bevezete´s
Sokat ide´zett cikku¨kben Gale e´s Shapley vetette´k fel az ala´bbi proble´ma´t [22]. Ke´pzelju¨k
el, hogy n fe´rfi e´s n no˝ mindegyike sorba rendezi az ellente´tes nem ke´pviselo˝it aszerint,
hogy sza´ma´ra az adott illeto˝ ha´nyadikke´nt jo¨n szo´ba mint ha´zasta´rs. Ha a fenti szereplo˝k
n ha´zaspa´rt alkotnak, akkor az ı´gy meghata´rozott pa´ros´ıta´s instabil, ha tala´lhato´ olyan
fe´rfi e´s no˝, akik egyma´st az eml´ıtett sorban ko¨lcso¨no¨sen elo˝bbre helyezte´k, mint a ha´-
zasta´rsukat. Terme´szetes ce´l u´gy o¨sszeha´zas´ıtani a pe´lda´ban szereplo˝ szeme´lyeket, hogy
az ime´nt le´ırt instabilita´s ne le´pjen fel. Ez a gondolat to¨bb a´ltala´nos´ıta´si leheto˝se´get
rejt maga´ban. Elke´pzelheto˝, hogy az egyes ja´te´kosok nem egy, hanem to¨bb ha´zasta´rsat
keresnek. Ennek egy gyakorlati szempontbo´l is e´rdekes va´ltozata az egyetemi felve´teli
proble´ma, aholis fe´rfiak e´s no˝k helyett az egyetemi szakok e´s az oda jelentkezo˝k alkotja´k
a ke´t, egyma´st sorba rendezo˝ halmazt, tova´bba´ az egyetemi szakok mindegyike rendelke-
zik egy, a felveheto˝ hallgato´k sza´ma´t felu¨lro˝l korla´tozo´ kvo´ta´val. Ebben a modellben egy
felve´teli se´ma (aholis minden jelentkezo˝t legfeljebb egy szakra vesznek fel, e´s egyetlen
szak sem le´pi tu´l a kvo´ta´ja´t) akkor lesz instabil, ha van olyan szak e´s hallgato´, hogy
a szak sz´ıvesen felvenne´ e hallgato´t (esetleg azon az a´ron, hogy egy sza´ma´ra keve´sbe´
e´rte´kes hallgato´t elutas´ıt), e´s az eml´ıtett hallgato´ pedig jobban ja´r, ha a felve´teli se´ma
a´ltal elo˝´ırt helyett erre a szakra nyer felve´telt. E´rdemes megeml´ıteni, hogy a Magyar-
orsza´gon a felvi.hu a´ltal meghata´rozott vonalhu´za´sbo´l ado´do´ felve´teli se´ma e´ppen ezt a
fajta instabilita´st za´rja ki.
Elke´pzelheto˝ az is, hogy nem minden fe´rfi-no˝ (vagy szak-jelentkezo˝) pa´r valo´sulhat
meg, azaz a lehetse´ges ha´zaspa´rokat (felve´teleket) le´ıro´ gra´f nem teljes pa´ros gra´f. So˝t:
ennek a gra´fnak me´g csak pa´rosnak sem kell lennie. Erre az a´ltala´nos´ıta´sra vezet az a
szobata´rs proble´ma, ahol -mondjuk- ke´ta´gyas kolle´giumi szoba´kban kell elhelyezni ne´ha´ny
tanulo´t, akik mindegyike aszerint rendezte sorba a lehetse´ges szobata´rsait, hogy mennyire
sz´ıvesen lakna egy szoba´ban az adott szeme´llyel. Itt egy szobabeoszta´s instabilita´sa azt
jelenti, hogy tala´lhato´ ke´t kolle´gista, akik sz´ıvesebben lakna´nak egyu¨tt, mint a beoszta´s
szerinti szobata´rsukkal.
Tova´bbi, a gyakorlati alkalmaza´s szempontja´bo´l is e´rdekes a´ltala´nos´ıta´si leheto˝se´g,
ha nem ko¨vetelju¨k meg az egyes re´szvevo˝kto˝l, hogy szigoru´ sorrendet hata´rozzanak meg
lehetse´ges pa´rjaikon, ı´gy a do¨ntetlenek is megengedettek. Az egyetemi felve´teli proble´-
ma´ban pe´lda´ul a jelenkezo˝knek ugyan szigoru´ sorrendet kell fela´ll´ıtaniuk a jelentkeze´seik
ko¨zo¨tt, a´m az egyetemi szakok esete´ben megengedett, hogy ke´t jelentkezo˝t egyforma´n
e´rte´keljenek, hiszen kiza´ro´lag a felve´teli pontsza´m do¨nt, ami minden tova´bbi ne´lku¨l meg-
egyezhet.
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1. FEJEZET. BEVEZETE´S 3
Visszate´rve az eredeti proble´ma´ra: Gale e´s Shapley az u´n. la´nyke´ro˝ algoritmus seg´ıtse´-
ge´vel igazolta´k, hogy mind a ha´zassa´gi, mind az egyetemi felve´teli proble´ma´ban mindig
le´tezik stabil megolda´s. Knuth ko¨nyve´ben Conwaynek tulajdon´ıtja azt az e´szreve´telt,
hogy a stabil pa´ros´ıta´sok ha´lo´t alkotnak [37]. Ez a megfigyele´s ke´so˝bb elengedhetetle-
nu¨l fontosnak bizonyult sza´mos tova´bbi, stabil pa´ros´ıta´sokkal kapcsolatos eredme´nyhez.
A stabil pa´ros´ıta´sok vizsga´lata egye´bke´nt sza´mos tudoma´nyteru¨let eszko¨zta´ra´t felhasz-
na´lja: Knuth ma´r eml´ıtett [37] ko¨nyve´t egyfajta algoritmuselme´leti bevezeto˝nek sza´nta
azzal, hogy egy ke´zzelfoghato´ pe´lda´n szemle´ltessen sza´mos, az algoritmusok terveze´se´hez
e´s anal´ızise´hez szu¨kse´ges mo´dszert. A ma ma´r klasszikus bonyolultsa´gelme´leti e´s tova´b-
bi algoritmikus vonatkoza´sok tekintete´ben e´rdemes megeml´ıteni me´g Gusfield e´s Irving
ko¨nyve´t is [24]. A stabil pa´ros´ıta´sokon to¨rte´no˝ optimaliza´la´s is terme´szetes feladat, e´s
ehhez ku¨lo¨nfe´le polie´deres mo´dszerek bizonyulnak hasznosnak [51, 45, 5, 42, 1, 50, 12]. A
gyakorlati alkalmaza´sok kapcsa´n pedig a ja´te´kelme´letbo˝l ismero˝s fogalmak e´s mo´dszerek
bukkannak fel, ele´g tala´n csak Roth e´s Sotomayor ko¨nyve´t eml´ıteni [44].
Mai tuda´sunk alapja´n ba´tran kijelentheto˝, hogy Gale e´s Shapley a stabil pa´ros´ıta´s
fogalma´nak bevezete´se´vel jo´val to¨bbet e´rt el, mint a cikku¨kben megfogalmazott ce´lt, azaz
a matematikai-ja´te´kelme´leti gondolkoda´smo´d ne´pszeru˝s´ıte´se´t. A munka´juk nyoma´n in-
dult kutata´s eredme´nyeibo˝l vila´gossa´ va´lik, hogy mind a gyakorlati alkalmaza´sok, mind
pedig az elme´leti jelento˝se´gu˝ eredme´nyek oka´n kive´telesen jo´l eltala´lt e´s haszna´lhato´
fogalommal van dolgunk. Az elo˝bbi te´nyt a stabil pa´ros´ıta´sok elme´lete´ben e´s a me-
chanizmusterveze´sben kifejtett munka´ssa´guke´rt 2012-ben Rothnak e´s Shapleynek ı´te´lt
ko¨zgazdasa´gi Nobel emle´kd´ıjna´l tala´n nem is kell jobban indokolni, mı´g az uto´bbira pe´l-
da lehet Galvinnak a Dinitz-sejte´sre adott, le´nyege´ben stabil pa´ros´ıta´sokat felhaszna´lo´
bizony´ıta´sa [23] vagy Kira´ly va´ratlan a´tto¨re´st hozo´ ko¨zel´ıto˝ algoritmusa [34].
E´rdemes me´g ne´ha´ny szo´t szo´lni az a´ltala´nos´ıta´sokkal kapcsolatos eredme´nyekro˝l.
Az a´ltala´nos´ıtott stabilita´sfogalom manifeszta´lo´dhat re´szben rendezett halmazok ko¨-
zo¨s antila´nca´ban vagy matroidok ko¨zo¨s fu¨ggetlenje´ben [16], de definia´lhato´ ha´lo´zati fo-
lyamok stabilita´sa is a ko¨zgazdasa´gtanbo´l ismert ella´ta´si la´ncok egyfajta modelljeke´nt
[14]. A stabil folyammodell szorosan kapcsolo´dik Ostrovsky-e´hoz, ami bizonyos tekintet-
ben a´ltala´nosabb, ma´sfelo˝l specia´lisabb az elo˝bbine´l [39]. Minden esetre a ko¨zgazda´sz-
szakirodalomban komoly a´tto¨re´ske´nt tartja´k sza´mon, e´s sza´mos tova´bbi eredme´ny kiin-
dulo´pontja lett.
A stabil pa´ros´ıta´soknak ma´ra ma´r komoly irodalma van. A tudoma´ny 2013 ko¨ru¨li
a´lla´sa´t, csak az algoritmikus vonatkoza´sok tekintete´ben foglalja o¨ssze Manlove impoza´ns
ko¨nyve [38]. A jelen munka egy enne´l sokkal szere´nyebb ce´lt tu˝z ki maga ele´: az olva-
so´t egy unortodox mo´dszer alkalmaza´sa´ba vezeti be e´s mutat ra´ annak ne´ha´ny e´rdekes
vonatkoza´sa´ra. Mintegy melle´kesen igyekszik megva´ltoztatni a stabil pa´ros´ıta´sok
”
to¨r-
te´nelme´ro˝l” alkotott ke´pet is. Emle´kezetes, hogy Gale e´s Shapley 1962-ben publika´lta´k
az elso˝ cikket a te´ma´ba´n. Ke´so˝bb Roth mutatott ra´ arra, hogy a la´nyke´ro˝ algoritmus
egy va´ltozata ma´r 1952 o´ta alkalmaza´sban van az USA-ban [41], a stabil pa´ros´ıta´sok
ismert to¨rte´nelme teha´t inka´bb ekkorto´l kezdo˝dik. Mi arra teszu¨nk k´ıse´rletet, hogy me´g
kora´bbra, konkre´tan 1928-ra data´ljuk a to¨rte´net kezdete´t, amikoris Knaster e´s Tarski
publika´lta´k (akkor me´g bizony´ıta´s ne´lku¨l) monoton halmazfu¨ggve´nyekro˝l szo´lo´ fixpont-
te´telu¨ket [36]. Ke´so˝bb, 1955-ben Tarski igazolt egy ha´lo´elme´leti a´ltala´nos´ıta´st, aminek
alkalmazhato´sa´ga´t ku¨lo¨nfe´le, anal´ızisbo˝l ismert ko¨ze´pe´rte´kte´telek levezete´se´vel illusztra´l-
ta [49]. Kideru¨lt, hogy a te´telnek ma´r a ve´ges esetben is nemtrivia´lis ko¨vetkezme´nyei
vannak. Vila´gosan megmagyara´zza ugyanis, hogy mie´rt is mu˝ko¨dik a la´nyke´ro˝ algo-
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ritmus, illetve a fixpontok ha´lo´tulajdonsa´ga´bo´l ko¨zvetlenu¨l levezetheto˝ve´ va´lik a stabil
pa´ros´ıta´sok ha´lo´tulajdonsa´ga. A stabil pa´ros´ıta´sok e´s a monoton leke´peze´sek fixpontjai
ko¨zti kapcsolatot a Kelso e´s Crawford munka´ja nyoma´n bevezetett kiva´laszta´si fu¨ggve´-
nyek alkalmaza´sa teremti meg [32].
Terjedelmi okok miatt nem te´ru¨nk ki a re´szletekre, csak megeml´ıtu¨nk ne´ha´ny tova´bbi,
stabil pa´ros´ıta´sok a´ltala´nos´ıta´saival kapcsolatos jelento˝s eredme´nyt. Soka´ig ke´rde´s volt,
hogy egy nem felte´tlenu¨l pa´ros gra´fban eldo¨ntheto˝-e polinomideju˝ algoritmussal a stabil
pa´ros´ıta´s le´teze´se. A pozit´ıv va´lasz Irvingto˝l sza´rmazik, aki a la´nyke´ro˝ algoritmus le´pe´se-
ibo˝l a´llo´ elso˝ fa´zis uta´n u´n. rota´cio´kat elimina´l algoritmusa ma´sodik fa´zisa´ban, mı´g ve´gu¨l
stabil pa´ros´ıta´st tala´l, ha egya´ltala´n van ilyen a gra´fban [31]. Tan ke´so˝bb kiterjesztette
Irving algoritmusa´t, e´s ennek seg´ıtse´ge´vel igazolta stabil fe´lpa´ros´ıta´sok le´teze´se´t, amelyek
1
2
su´lyu´ e´leket is tartalmazhatnak [48]. Az is kideru¨lt, hogy pontosan akkor van stabil
pa´ros´ıta´s egy gra´fban, ha van olyan stabil fe´lpa´ros´ıta´s, amely nem tartalmaz pa´ratlan
ko¨rt 1
2
su´lyu´ e´lekbo˝l. Aharoni e´s Fleiner arra mutattak ra´, hogy a stabil fe´lpa´ros´ıta´s
le´teze´se a Scarf-lemma ko¨vetkezme´nyeke´nt is felfoghato´, a Scarf-lemma pedig tekintheto˝
a Brouwer-fe´le fixpontte´tel egy rokona´nak [3]. Ilyenforma´n a stabil pa´ros´ıta´sok fixpon-
tokke´nt is kezelheto˝k, pa´ros gra´f esete´n egy monoton halmazfu¨ggve´ny, nempa´ros gra´f
esete´n egy enne´l bonyolultabb leke´peze´se´ke´nt. Cechla´rova´ e´s Fleiner a stabil b-pa´ros´ıta´s
kerese´se´re adtak elja´ra´st Irving algoritmusa´nak a´ltala´nos´ıta´sa´val [9]. Biro´, Cechla´rova´
e´s Fleiner a stabil pa´ros´ıta´sok va´ltoza´sa´t vizsga´lta abban az esetben, ha egy u´j ja´te´-
kos jelenik meg a piacon. Eredme´nyeik seg´ıtse´ge´vel nempa´ros gra´f esete´n is definia´lhato´
egyfajta bara´t-ellense´g viszony a ja´te´kosok ko¨zo¨tt aszerint, hogy ha az egyiku¨k ta´vozik,
akkor etto˝l a ma´sik helyzete javul vagy romlik [6].
A te´zisfu¨zet az ala´bbiak szerint e´pu¨l fel. A jelen fejezet tova´bbi re´sze´ben bevezetju¨k
az a´ltalunk haszna´lt terminolo´gia´t e´s ne´ha´ny, a tova´bbiakhoz elengedhetetlenu¨l szu¨kse´-
ges fogalmat. Konkre´tan, az 1.1. re´szben ismertetju¨k az a´ltalunk haszna´lt legegyszeru˝bb
stabilita´sfogalmat e´s bemutatunk egy a´ltala´nosan haszna´lhato´ eszko¨zt, mellyel Gale e´s
Shapley te´tele is egyszeru˝en igazolhato´. Az 1.2. re´szben definia´ljuk a tova´bbi modellek
szempontja´bo´l alapveto˝ fontossa´gu´ kiva´laszta´si fu¨ggve´nyeket e´s azok sza´munkra fontos
tulajdonsa´gait. Az 1.3. re´szben mutatunk ra´ arra, hogy a Gale-Shapley algoritmus kulcsa
Tarski fixpontte´tele. Ez a megfigyele´s rendk´ıvu¨l hate´kony eszko¨znek bizonyul ku¨lo¨nfe´-
le a´ltala´nos´ıta´sok e´s kiterjeszte´sek igazola´sa´ban. Ilyenekre la´tunk pe´lda´t a 2. fejezetben,
aholis matroidokra ill. re´szbenrendeze´sekre mutatunk be stabilita´s-jellegu˝ eredme´nyeket.
Ezuta´n a 3. fejezetben ku¨lo¨nfe´le kernelek ha´lo´tulajdonsa´ga´val kapcsolatban vila´t´ıtunk ra´
ne´ha´ny e´rdekes te´nyre. Az ezt ko¨veto˝ 4. fejezet tova´bbi, ido˝nke´nt meglepo˝ alkalmaza´-
sokra ad pe´lda´t. A Tarski-fe´le fixpontte´tel szerint monoton leke´peze´s fix pontjai ha´lo´t
alkotnak, eze´rt bizonyos stabil pa´ros´ıta´s polie´derekre ko¨zvetlenu¨l alkalmazhato´ Hoffman
ha´lo´polie´derekro˝l szo´lo´ egyik eredme´nye. Az 5. fejezetben ennek seg´ıtse´ge´vel adjuk meg
ku¨lo¨nfe´le a´ltala´nos´ıtott stabil pa´ros´ıta´s polie´derek egyfajta implicit karakteriza´cio´ja´t.
Ugyanitt megeml´ıtju¨k a stabil b-pa´ros´ıta´s polie´dernek egy keve´sbe´ implicit le´ıra´sa´t is,
amely a stabil b-pa´ros´ıta´sok egy meglepo˝ tulajdonsa´ga´t akna´zza ki. A 6. fejezetben ar-
ra mutatunk ra´, hogy mike´nt pa´ros gra´f maxima´lis me´retu˝ pa´ros´ıta´sa´nak proble´ma´ja
megfogalmazhato´ ha´lo´zati folyam maximaliza´la´sake´nt, ugyanu´gy a folyamproble´ma´nak
is le´tezik olyan, preferencia´kkal ella´tott kiterjeszte´se, amely maga´ban foglalja a stabil
pa´ros´ıta´s proble´ma´t. Az ebben a fejezetben ismertetett stabil folyam fogalom azonban
tova´bb a´ltala´nos´ıthato´, e´s a ko¨zgazdasa´gtanbo´l ismert u´.n. ella´ta´si la´ncok vizsga´lata´ban
bizonyul hasznosnak. Az utolso´, 7. fejezet a stabil pa´ros´ıta´s proble´ma nem pa´ros gra´f-
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1. FEJEZET. BEVEZETE´S 5
hoz ko¨to˝do˝ a´ltala´nos´ıta´sa´val foglalkozik. Aharonival ko¨zo¨s eredme´nyu¨nk mutat ra´ arra,
hogy Tan egy kora´bbi, stabil fe´lpa´ros´ıta´sok le´teze´se´ro˝l szo´lo´ eredme´nye´nek [48] gyo¨ke-
re Scarf ismert lemma´ja [47], amely a Kakutani-fe´le fixpontte´tel rokona´nak tekintheto˝.
Ugyancsak ebben a fejezetben igazoljuk alkalmas kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek esete´n a stabil
fe´lpa´ros´ıta´sok megfelelo˝ a´ltala´nos´ıta´sa´nak le´teze´se´t.
Tekintettel arra, hogy a jelent te´zisfu¨zet ce´lja a szerzo˝ kutata´si teve´kenyse´ge´nek bemu-
tata´sa, az e´rte´kele´st megko¨nny´ıtendo˝ a legala´bb re´szben saja´t eredme´nyeket ala´hu´za´ssal
ill. bekereteze´ssel jelo¨lju¨k, az uto´bbi megjelo¨le´st akkor alkalmazzuk, ha a szo´ban for-
go´ eredme´ny tudoma´nyos fokozatszerze´shez me´g nem keru¨lt felhaszna´la´sra, ı´gy az ilyen
eredme´nyek te´zispontoknak is tekintheto˝k.
1.1. Stabil pa´ros´ıta´sok
Legyen G = (V,E) gra´f, e´s legyen minden v csu´csra adott a v-re illeszkedo˝ e´lek E(v)
halmaza´nak egy v linea´ris rendeze´se, amit preferenciarendeze´snek is szoka´s nevezni.
Azt mondjuk, hogy az e e´l jobb a v sza´ma´ra az f e´lne´l, ha e v f teljesu¨l. E´lek egy
M ⊆ E halmaza pa´ros´ıta´s, ha az M -beli e´leknek nincs ko¨zo¨s csu´csa, azaz dM(v) ≤ 1
teljesu¨l minden v ∈ V csu´csra. Tetszo˝leges b : V → N korla´tok esete´n az M ⊆ E halmazt
b-pa´ros´ıta´snak nevezzu¨k, ha dM(v) ≤ b(v) teljesu¨l G minden v csu´csa´ra. Vila´gos, hogy
a pa´ros´ıta´s a b-pa´ros´ıta´s specia´lis esete, me´gpedig b ≡ 1 esete´n. Azt mondjuk, hogy az
M pa´ros´ıta´s domina´lja az e = uv e´lt, ha M -nek van olyan m e´le, amire m u f vagy
m v f teljesu¨l. Hasonlo´an, az M b-pa´ros´ıta´s b-domina´lja az e = uv e´lt, ha M -nek
vannak olyan m1, . . . ,mk e´lei, amire mi u f teljesu¨l minden 1 ≤ i ≤ k = b(u) esete´n
vagy m v f teljesu¨l minden 1 ≤ i ≤ k = b(v) esete´n. Az e e´l akkor blokkolja az M
(b-)pa´ros´ıta´st, ha M nem (b-)domina´lja e-t. Ve´gu¨l M akkor stabil (b-)pa´ros´ıta´s, ha nincs
blokkolo´ e´l, azaz, ha M minden M -en k´ıvu¨li e´lt (b-)domina´l. Ha pe´lda´ul G egy pa´ratlan
ko¨r, e´s valamilyen ko¨ru¨lja´ra´s szerint minden csu´cs a ko¨ru¨lja´ra´sban kora´bbi e´lt prefera´lja
a ke´so˝bbihez ke´pest, akkor ko¨nnyen la´thato´, hogy G-nek nincs stabil pa´ros´ıta´sa. Pa´ros
gra´fok esete´n azonban nem ez a helyzet, e´s ezt az ala´bbi te´tel garanta´lja.
1.1. Te´tel (Gale e´s Shapley [22]) Tetszo˝leges G pa´ros gra´fon tetszo˝leges preferencia´k
esete´n le´tezik stabil pa´ros´ıta´s.
Gale e´s Shapley valo´ja´ban a fenti te´telt a Kn,n teljes pa´ros gra´fra igazolta´k, azonban
ezt az eredme´nyt kiterjesztve azt is megmutatta´k, hogy mindig le´tezik stabil b-pa´ros´ıta´s
ha a pa´ros gra´f egyik sz´ınoszta´lya´n b ≡ 1 teljesu¨l. Gale e´s Shapley bizony´ıta´sa a la´nyke´ro˝
algoritmus, ami a proble´ma tetszo˝leges bemenete´hez hate´konyan tala´l egy stabil pa´ro-
s´ıta´st. Az algoritmus mu˝ko¨de´se (fiu´-la´ny-ha´zassa´g terminolo´gia´ban) az ala´bbi. Elo˝szo¨r
minden fiu´ megke´ri a sza´ma´ra legszimpatikusabb la´ny keze´t. Ha minden fiu´ ma´s-ma´s
la´nyt ke´r meg, akkor a la´nyke´re´sekbo˝l ha´zassa´gok lesznek, e´s ez stabil. Ha azonban van
olyan la´ny, akit egyne´l to¨bb fiu´ ke´r meg, u´gy az ilyen la´nyok a legjobb ke´ro˝ju¨k kive´te-
le´vel minden ma´s ke´ro˝ju¨ket kikosarazza´k. Ha to¨rte´nt kikosaraza´s, u´gy a fiu´k isme´telten
megke´rik a legszimpatikusabb olyan la´ny keze´t, aki me´g nem kosarazta ki az adott fiu´t.
Elo˝bb uto´bb nem lesz kikosaraza´s: ekkor az utolso´ la´nyke´re´sekbo˝l ha´zassa´gok lesznek, e´s
az ı´gy kapott pa´ros´ıta´s az algoritmus outputja.
Gale e´s Shapley cikku¨kben megjegyzik, hogy a ta´rgyalt eredme´ny kiva´lo´ ellenpe´lda
arra a ko¨zkeletu˝ ve´lekede´sre, miszerint minden valamirevalo´ matematikai levezete´s o´ha-
tatlanul nehe´z sza´mı´ta´sokat e´s/vagy ku¨lo¨nfe´le obskurus ke´pleteket tartalmaz. A la´nyke´ro˝
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algoritmus le´ıra´sa ill. helyesse´ge´nek igazola´sa pe´lda´ul mentes mindezekto˝l, me´gis egye´r-
telmu˝en egy
”
tisztesse´ges” matematikai bizony´ıta´s. Mindezt nem vitatva, az ala´bbiakban
ra´mutatunk az algoritmus helyesse´ge´nek egy unortodox bizony´ıta´sa´ra. Ez az ala´bbi apro´,
nem csak pa´ros gra´fokra e´rve´nyes megfigyele´sen alapul.
1.2. Lemma Legyen G = (V,E) (nem felte´tlenu¨l pa´ros) gra´f minden v csu´csa´hoz meg-
adva a v preferenciarendeze´s a v-re illeszkedo˝ e´lek E(v) halmaza´n, valamint tegyu¨k fel,
hogy e ≺v f teljesu¨l arra az e = uv e´lre, ami legjobb az u szerinti u rendeze´s szerint.
Ekkor G-ben a stabil pa´ros´ıta´sok halmaza megegyezik a G− f gra´f stabil pa´ros´ıta´sainak
halmaza´val.
Az 1.2. Lemma szerint teha´t
”
ingyen” to¨ro¨lhetu¨nk G-bo˝l bizonyos e´leket ane´lku¨l,
hogy etto˝l aka´r csak egy stabil pa´ros´ıta´s is eltu˝nne vagy keletkezne. Pa´ros gra´f esete´n
ezekkel a le´pe´sekkel elo˝bb-uto´bb oda jutunk, hogy nem lehet tova´bbi e´lt to¨ro¨lni, eze´rt
mind a fiu´k, mind a la´nyok ma´s-ma´s la´nyt ill. fiu´t szerepeltetnek a preferenciasorrendju¨k
e´le´n. Ko¨nnyen la´thato´, hogy ilyenkor mind a fiu´k legjobb va´laszta´sai, mind a la´nyok
legjobb va´laszta´sai egy-egy stabil pa´ros´ıta´st hata´roznak meg az e´lto¨rle´sek uta´ni gra´fban,
ı´gy persze az 1.2. Lemma to¨bbszo¨ri alkalmaza´sa miatt az eredeti G gra´fban is. So˝t, az is
azonnal la´tszik a gondolatmenetbo˝l, hogy a la´nyke´ro˝ algoritmus a´ltal szolga´ltatott stabil
pa´ros´ıta´s fiu´-optima´lis, ami azt jelenti, hogy abban minden fiu´ a sza´ma´ra stabil pa´ros´ı-
ta´sban ele´rheto˝ legszimpatikusabb la´nyt kapja felese´gu¨l. De az is ko¨vetkezik mindebbo˝l,
hogy ez az elja´ra´s minden la´ny a sza´ma´ra leheto˝ legrosszabb olyan fe´rjet szolga´ltatja, aki
stabil pa´ros´ıta´sban az adott la´ny pa´rja lehet.
A fent va´zolt bizony´ıta´s minima´lis mo´dos´ıta´ssal igazolja a la´nyke´ro˝ algoritmus b-
pa´ros´ıta´sokra to¨rte´no˝ e´rtelemszeru˝ kiterjeszte´se´nek a helyesse´ge´t, valamint azt is, hogy
a megtala´lt stabil b-pa´ros´ıta´s a fenti e´rtelemben optima´lis lesz az aja´nlatokat tevo˝ az
oldalra sza´ma´ra.
Gra´felme´leti mo´dszerekkel nem nehe´z a fiu´-optima´lis pa´ros´ıta´s le´teze´se´nek azt az a´l-
tala´nos´ıta´sa´t sem igazolni, amely szerint a stabil (b-)pa´ros´ıta´sok ha´lo´t alkotnak az ala´b-
biak szerint. Ha M1 e´s M2 stabil (b-)pa´ros´ıta´sok, e´s minden fiu´ az M1∪M2-bo˝l szabadon
va´laszt maga´nak (b-)pa´ros´ıta´s e´l(eke)t, akkor az ı´gy va´lasztott e´lek ugyancsak stabil
(b-)pa´ros´ıta´st alkotnak.
1.2. Kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek
Stabil pa´ros´ıta´sok e´s a´ltala´nos´ıta´saik vizsga´latakor rendk´ıvu¨l hasznos sege´deszko¨z a kiva´-
laszta´si fu¨ggve´ny fogalma, mely seg´ıtse´ge´vel ko¨nnyen le´ırhato´ az egyes ja´te´kosok preferen-
cia´ja. Az ala´bb le´ırt ta´rgyala´smo´d unortodoxia´ja a determina´nsokra alapozott fele´p´ıte´s.
Tetszo˝leges E alaphalmaz esete´n az F : 2E → 2E leke´peze´s
• kiva´laszta´si fu¨ggve´ny, ha van olyan D : 2E → 2E leke´peze´s, amelyre F(X) =
X ∩ D(X) teljesu¨l az E minden X re´szhalmaza´ra (az ilyen D leke´peze´st az F
determina´nsa´nak nevezzu¨k) ill.
• monoton, ha F(X) ⊆ F(Y ) teljesu¨l X ⊆ Y ⊆ E esete´n, valamint
• antiton, ha F(X) ⊆ F(Y ) teljesu¨l Y ⊆ X ⊆ E esete´n, ve´gu¨l
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• komonoton1, ha F olyan kiva´laszta´si fu¨ggve´ny, aminek van antiton determina´nsa2.
Vila´gos, hogy F pontosan akkor kiva´laszta´si fu¨ggve´ny, ha F(X) ⊆ X teljesu¨l min-
den X ⊆ E esete´n, tova´bba´, hogy egyazon kiva´laszta´si fu¨ggve´nynek sza´mos ku¨lo¨nbo¨zo˝
determina´nsa le´tezhet. A
”
tanko¨nyvi” pe´lda komonoton kiva´laszta´si fu¨ggve´nyre a fiu´k
kiva´laszta´si fu¨ggve´nye a Gale-Shapley modellben.
1.3. Pe´lda Legyen G = (V,E) ve´ges pa´ros gra´f, melynek sz´ınoszta´lyait a fiu´k F ill.
la´nyok L halmaza alkotja, e´s tartozze´k minden v ∈ V csu´cshoz egy v linea´ris rendeze´s
a v-re illeszkedo˝ e´lek E(v) halmaza´n. Ekkor tetszo˝leges X ⊆ E e´lhalmazbo´l a fiu´k a´ltal
kiva´lasztott e´lek FF (X) halmaza nem ma´s, mint azon X-beli e = fl e´lek halmaza, amelyre
e az f fiu´ sza´ma´ra a legjobb e´l X-ben a f rendeze´s szerint.
Az 1.3. pe´lda´ban szereplo˝ kiva´laszta´si fu¨ggve´ny egy ko¨nnyen la´thato´an antiton deter-
mina´nsa pe´lda´ul a DF (X) :=
⋃
v∈F
⋂
e∈X∩E(v)DF (v, e) leke´peze´s, ahol e ∈ E(v) esete´n
DF (v, e) := {e′ ∈ E(v) : e′ v e} azon e´lek halmaza, amelyek v sza´ma´ra a v preferencia
szerint nem rosszabbak e-ne´l. A fenti pe´ldabelihez hasonlo´an definia´lhato´ a la´nyok FL
kiva´laszta´si fu¨ggve´nye e´s az ahhoz tartozo´ antiton DL determina´ns.
1.4. Megfigyele´s Az S ⊆ E pontosan akkor stabil pa´ros´ıta´s a G = (V,E) pa´ros gra´fban,
ha vannak olyan X, Y ⊆ E e´lhalmazok, amelyekre S = X ∩ Y mellett DF (X) = Y e´s
DL(Y ) = X teljesu¨l.
Kiva´laszta´si fu¨ggve´nyeknek a mi szempontunkbo´l alapveto˝ fontossa´gu´ tulajdonsa´gai az
ala´bbiak. Az F : 2E → 2E kiva´laszta´si fu¨ggve´ny
• IRC tulajdonsa´gu´, ha tetszo˝leges F(X) ⊆ Y ⊆ X esete´n F(X) = F(Y ) teljesu¨l,
• u´tfu¨ggetlen, ha X, Y ⊆ E ⇒ F(X ∪ Y ) = F(X ∪ F(Y )),
• no¨vekedo˝, ha X ⊆ Y esete´n |F(X)| ≤ |F(Y )| a´ll.
1.5. Megfigyele´s Legyen E ve´ges halmaz e´s F : 2E → 2E komonoton kiva´laszta´si fu¨gg-
ve´ny. Ekkor F pontosan akkor IRC tulajdonsa´gu´, ha F u´tfu¨ggetlen. Tova´bba´, ha F
no¨vekedo˝, akkor F u´tfu¨ggetelen (e´s ı´gy IRC tulajdonsa´gu´) is egyu´ttal.
1.6. Lemma (Fleiner, Janko´ [20]) Legyen E ve´ges halmaz e´s F : 2E → 2E komo-
noton kiva´laszta´si fu¨ggve´ny. Ekkor F pontosan akkor u´tfu¨ggetlen, ha F-nek le´tezik olyan
DF antiton determina´nsa, amelyre
D(X) = D(F(X)) teljesu¨l tetszo˝leges X ⊆ E esete´n. (1.1)
1Az angol nyelvu˝ szakirodalomban ”substitutable” tulajdonsa´gnak nincs frappa´ns magyar neve, ı´gy
jobb h´ıja´n a komonoton kifejeze´st haszna´ljuk, utalva arra, hogy a ki nem va´lasztott elemek a´ltal defina´lt
kiva´laszta´si fu¨ggve´ny monoton.
2 A komonoton tulajdonsa´g szoka´sos defin´ıcio´ja azt k´ıva´nja meg, hogy tetszo˝leges X ⊆ E e´s e ∈ E
esete´n X ∩ F (X + e) ⊆ F (X) teljesu¨ljo¨n. Ez szemle´letesen azt jelenti, hogy ha a va´laszte´k ismerete´ben
egy bizonyos leheto˝se´g nem e´rdekel bennu¨nket, akkor ugyanez a leheto˝se´g a va´laszte´k bo˝vu¨le´se nyoma´n
sem lesz e´rdekes a sza´munkra.
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1.3. Tarski fixpontte´tele e´s a Gale-Shapley algoritmus
Az (L,) re´szbenrendezett halmazt (avagy posetet) ha´lo´nak nevezzu¨k, ha ba´rmely x, y ∈
L elemnek van egy x∧ y-nal jelo¨lt legnagyobb also´, e´s egy x∨ y-nal jelo¨lt legkisebb felso˝
korla´tja. Ha a re´szbenrendeze´s vila´gos a szo¨vegko¨rnyezetbo˝l, akkor a besze´lhetu¨nk L
ha´lo´ro´l. Az L ha´lo´ akkor teljes, ha tetszo˝leges X ⊆ L halmaznak van egy ∧X-szel jelo¨lt
legnagyobb also´ e´s egy
∨
X-szel jelo¨lt legkisebb felso˝ korla´tja. Teljes ha´lo´ esete´n 0 ill. 1
jelo¨li a ha´lo´ legkisebb e´s legnagyobb eleme´t, azaz 0 =
∧
L ill. 1 =
∨
L. Vila´gos, hogy
minden ve´ges ha´lo´ teljes, a´m ez ford´ıtva nem igaz, pl. az ege´sz sza´mok ve´ges re´szhalma-
zai ugyan ha´lo´t alkotnak a tartalmazkoda´sra, de ennek a halmaznak nincs legnagyobb
eleme, ı´gy ez a ha´lo´ nem teljes. Az elo˝zo˝, 1.2 re´szben definia´lt fogalmak minden tova´bbi
ne´lku¨l definia´lhato´k ha´lo´kon azzal, hogy a ⊆ rela´cio´ a ha´lo´  rendeze´se´nek, a ∩ e´s ∪
mu˝veletek pedig a ∧ e´s ∨ ha´lo´mu˝veleteknek felelnek meg. Teljes ha´lo´kro´l szo´l Tarski
ala´bbi fixpontte´tele.
1.7. Te´tel (Tarski [49]) Ha (L,) teljes ha´lo´ e´s F : L→ L monoton leke´peze´s, akkor
F fixpontjainak halmaza nem u¨res, tova´bba´ F fixpontjainak halmaza teljes ha´lo´t alkot a
 rendeze´sre ne´zve.
Megeml´ıtju¨k, hogy a sza´munkra legfontosabb (L,) = (2E,⊆) esetre az 1.7. te´telt
Knaster e´s Tarski bizony´ıtotta´k [36]. Ugyancsak e´rdemes megfigyelni, hogy ve´ges L
ha´lo´ esete´n a legkisebb fixpont megkaphato´, mint a 0  F(0)  F(F(0))  . . . la´nc
legnagyobb eleme. (Hasonlo´an, a legnagyobb fixpont az 1  F(1)  F(F (1))  . . .
la´nc legkisebb eleme.) Tarski az 1.7. Te´tel alkalmaza´sa´t ve´gtelen ha´lo´kon ku¨lo¨nfe´le
ko¨ze´pe´rte´kte´telek levezete´se´vel illusztra´lta. A ma´sik jo´l ismert alkalmaza´s, a Cantor-
Bernstein te´tel bizony´ıta´sa szinte´n ve´gtelen ha´lo´k seg´ıtse´ge´vel to¨rte´nik. Azonban az 1.7.
Te´telnek ma´r ve´ges ha´lo´kon is izgalmas ko¨vetkezme´nyei vannak.
1.8. Ko¨vetkezme´ny (Fleiner [11]) Ha F ,G : 2E → 2E komonoton kiva´laszta´si fu¨gg-
ve´nyek, akkor tala´lhato´k az E-nek olyan X, Y re´szhalmazai, melyre Y = DF(X) e´s X =
DG(Y ) teljesu¨l, ahol DF ill. DG az F ill. a G egy-egy antiton determina´nsa. Tova´bba´ az
ilyen tulajdona´sgu´ (X, Y ) pa´rok ha´lo´t alkotnak a  rendeze´sre, ahol (X1, Y1)  (X2, Y2),
ha X1 ⊆ X2 e´s Y2 ⊆ Y1.
Az 1.8. Ko¨vetkezme´ny motiva´lja az ala´bbi defin´ıcio´t.
1.9. Defin´ıcio´ Legyenek F ,G : 2E → 2E komonoton kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek. Az E alap-
halmaz K re´szhalmaza´t FG-kernelnek nevezzu¨k, ha le´teznek olyan X, Y ⊆ E halmazok
valamint az F e´s a G-nek olyan DF e´s DG antiton determina´nsai, amelyekre
K = X ∩ Y, Y = DF(X) e´s X = DG(Y ) (1.2)
teljesu¨l.
Az 1.9. Defin´ıcio´ban szereplo˝ antiton determina´nsok ba´r a´ltala´ban sokfe´leke´pp va´-
laszthato´k, u´tfu¨ggetlen kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek esete´n nem ja´tszanak le´nyeges szerepet
a defin´ıcio´ban. Ezt mutatja az ala´bbi lemma.
1.10. Lemma (Fleiner [11]) Legyenek F ,G : 2E → 2E u´tfu¨ggetlen e´s komonoton
kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek, K egy FG-kernel, DF e´s DG pedig az F e´s G tetszo˝leges, az (1.1)
tulajdonsa´ggal rendelkezo˝ antiton determina´nsai. Ekkor le´teznek olyan X, Y re´szhalma-
zai E-nek, amelyre (1.2) teljesu¨l.
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Az 1.6. e´s az 1.10. Lemma´k miatt u´tfu¨ggetlen kiva´laszta´si fu¨ggve´nyekre az 1.8.
Ko¨vetkezme´ny megfogalmazhato´ a determina´nsto´l fu¨ggetlen mo´don az ala´bbiak szerint.
1.11. Ko¨vetkezme´ny (Fleiner [11]) Ha F ,G : 2E → 2E u´tfu¨ggetlen, komonoton ki-
va´laszta´si fu¨ggve´nyek, akkor le´tezik FG-kernel, tova´bba´ az FG-kernelek ha´lo´t alkotnak
arra a F re´szbenrendeze´sre, amire X F Y pontosan akkor teljesu¨l, ha F(X∪Y ) = X.
Ra´ada´sul az FG-kerneleken a F re´szbenrendeze´s pontosan a ford´ıtottja a G re´szben-
rendeze´snek.
Ha a fentieken tu´l az F e´s G kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek no¨vekedo˝k is, akkor tetszo˝leges
K1, K2 FG-kernelek esete´n K1 ∨K2 := F(K1 ∪K2) e´s K1 ∧K2 := G(K1 ∪K2) szinte´n
FG-kernelek, tova´bba´
χ(K1) + χ(K2) = χ(K1 ∨K2) + χ(K1 ∧K2) (1.3)
teljesu¨l ezen kernelek karakterisztikus fu¨ggve´nyeire.
Illusztra´cio´ke´nt a´lljon itt egy pe´lda az 1.11. Ko¨vetkezme´ny kernel le´teze´se´ro˝l szo´lo´
re´sze´nek alkalmaza´sa´ra.
1.12. Pe´lda (Ku¨rscha´k Jo´zsef Matematikai Tanulo´verseny, 2007, 3. feladat)
Legyen H a s´ık ra´cspontjainak tetszo˝leges ve´ges halmaza. Ekkor le´tezik olyan K re´szhal-
maz, melyre az ala´bbi tulajdonsa´gok teljesu¨lnek:
1. a s´ık ba´rmely tengelypa´rhuzamos (azaz fu¨ggo˝leges vagy v´ızszintes) egyenese K-t
legfeljebb 2 pontban metszi,
2. H \K ba´rmely pontja rajta van egy K-beli ve´gpontokkal rendelkezo˝, tengelypa´rhu-
zamos szakaszon.
Az 1.4. Megfigyele´sbo˝l e´s az 1.8. Ko¨vetkezme´nybo˝l azonnal ado´dik Gale e´s Shapely
1.1. te´tele. Enne´l azonban to¨bb is la´tszik. Az 1.4. Megfigyele´s miatt a stabil pa´ros´ıta´sok
megegyeznek az FFFL-kernelekkel, amelyek pedig egy monoton leke´peze´s fixpontjaival
azonosak. Az 1.7. Te´tel miatt a fixpontok teljes ha´lo´t alkotnak, ı´gy van a fixpontok
ko¨zo¨tt legkisebb e´s legnagyobb is. Innen ko¨zvetlenu¨l ado´dik, hogy a stabil pa´ros´ıta´sok
ko¨zo¨tt van fiu´-optima´lis (amelyben minden fiu´ a legjobb olyan partnert kapja, amelyet
stabil pa´ros´ıta´sban megkaphat e´s egyu´ttal minden la´ny a lehetse´ges legrosszabb stabil
partnerrel van pa´ros´ıtva), e´s la´ny-optima´lis is (amely szerepcsere´vel definia´lhato´). Az is
kideru¨l, hogy a Gale-Shapley algoritmus tekintheto˝ az ime´nt eml´ıtett monoton fu¨ggve´ny
itera´cio´ja´nak (ami –mint la´ttuk– a legkisebb ill. legnagyobb fixpontot tala´lja meg).
Blair ha´lo´tulajdonsa´gro´l szo´lo´ eredme´nye´t sem nehe´z igazolni az 1.11. Ko¨vetkezme´ny
felhaszna´la´sa´val.
1.13. Te´tel (Blair [8]) Legyen G = (V,E) egy F e´s L sz´ınoszta´lyokkal rendelkezo˝
pa´ros gra´f, e´s legyen Fv : 2E(v) → 2E(v) IRC tulajdonsa´gu´, komonoton kiva´laszta´si
fu¨ggve´ny minden v ∈ V csu´csra. Legyen FF (X) :=
⋃{Fv(X ∩ E(v) : v ∈ F} e´s
FL(X) :=
⋃{Fv(X ∩ E(v) : v ∈ L}. Ekkor az FFFL-kernelek (teljes) ha´lo´t alkotnak a
B re´szbenrendeze´sre ne´zve, ahol X F Y pontosan akkor teljesu¨l, ha FL(X ∩ Y ) = X.
E´rdemes megeml´ıteni, hogy az 1.11. Ko¨vetkezme´ny e´s a Tarski-fe´le 1.7. fixpont-
te´tellel valo´ kapcsolat u´jrafelfedeze´se a´ll Hatfield e´s Milgrom sokat hivatkozott, u´tto¨ro˝
munka´ja´nak ko¨ze´ppontja´ban [28].
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2. fejezet
Kernel-t´ıpusu´ eredme´nyek
A Bevezete´sben le´ırt fixpont-alapu´ megko¨zel´ıte´s seg´ıtse´ge´vel sza´mos kora´bbi eredme´nyt
kiterjeszthetu¨nk ill. a´ltala´nos´ıthatunk. A P1 = (E,≤1) e´s P2 = (E,≤2) ve´ges posetek
K ko¨zo¨s antila´nca´t P1P2-kernelnek mondjuk, ha ba´rmely e ∈ E elemre van olyan k ∈ K
elem, amelyre e ≤1 k vagy e ≤2 k teljesu¨l. Sands Sauer e´s Woodrow [46] eredme´nye´bo˝l
ko¨nnyen levezetheto˝ Gale e´s Shapley 1.1. Te´tele ala´bbi a´ltala´nos´ıta´sa´nak elso˝ re´sze. (Igaz
tova´bba´ az is, hogy a Sands Sauer Woodrow te´tel igazolhato´ a 2.1. Te´tel elso˝ re´sze´nek
ko¨vetkezme´nyeke´nt.)
2.1. Te´tel (Fleiner [11]) Tetszo˝leges P1 = (E,≤1) e´s P2 = (E,≤2) ve´ges posetek ese-
te´n le´tezik P1P2-kernel. Tova´bba´, a P1P2-kernelek ha´lo´t alkotnak arra a ≺1 rendeze´sre
ne´zve, ahol A ≺1 A′ pontosan akkor teljesu¨l ke´t P1-beli antila´ncra, ha A minden eleme´nek
van A′-beli felso˝ korla´tja.
A 2.1. te´tel azon mu´lik, hogy a re´szhalmazhoz annak maximumait rendelo˝ leke´peze´s
komonoton u´tfu¨ggetlen kiva´laszta´si fu¨ggve´ny. A 2.1. Te´tel elso˝ re´sze´t illusztra´lja az
ala´bbi pe´lda.
2.2. Pe´lda (Ku¨rscha´k Jo´zsef Matematikai Tanulo´verseny, 2016, 2. feladat)
A pozit´ıv ege´sz sza´mok tetszo˝leges ve´ges A halmaza´nak van olyan B re´szhalmaza, amelyre
fenna´ll az ala´bbi ke´t felte´tel.
• Ha b1 e´s b2 a B ku¨lo¨nbo¨zo˝ elemei, akkor sem b1 e´s b2, sem pedig b1 + 1 e´s b2 + 1
nem egyma´s to¨bbszo¨ro¨sei, tova´bba´
• az A halmaz tetszo˝leges a eleme´hez van B-nek olyan b eleme, amelyre a oszto´ja
b-nek vagy (b+ 1) oszto´ja (a+ 1)-nek.
Aharoni, Berger e´s Gorelik igazolta´k a 2.1. te´tel egy su´lyozott va´ltozata´t, melynek
kimonda´sa´hoz ne´ha´ny defin´ıcio´ra van szu¨kse´g. Legyen P = (V,≤) ve´ges poset e´s w :
V → N egy ige´nyfu¨ggve´ny, f : V → N pedig egy su´lyfu¨ggve´ny. Tetszo˝leges v ∈ V esete´n
legyen f ↑≤(v) = max{f(c1) + f(c2) + . . . : v = c1 < c2 < . . .} a v-bo˝l indulo´ la´ncok
o¨sszsu´lya´nak maximuma. A fenti f su´lyfu¨ggve´ny (≤, w)-fu¨ggetlen, ha
• ba´rmely c1 < c2 < . . . < ck la´nc esete´n
∑k
i=1 f(ci) ≤ max{w(ci) : 1 ≤ i ≤ k}
teljesu¨l e´s
• ba´rmely v ∈ V esete´n f(v) · f ↑≤(v) ≤ f(v) · w(v) a´ll fenn.
10
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2. FEJEZET. KERNEL-TI´PUSU´ EREDME´NYEK 11
(Az elso˝ felte´tel azt jelenti, hogy egyetlen la´nc o¨sszsu´lya sem haladja meg a la´nc ele-
meinek maxima´lis ige´nye´t, mı´g a ma´sodik szerint pozit´ıv su´lyu´ v elembo˝l indulo´ la´nc
o¨sszsu´lya nem haladhatja meg v ige´nye´t.) Ko¨nnyen la´thato´, hogy az (≤, 1)-fu¨ggetlen
su´lyfu¨ggve´nyek pontosan az antila´ncok karakterisztikus vektorai.
A fenti f su´lyfu¨ggve´ny w-domina´lja a P poset c1 eleme´t, ha le´tezik olyan c1 < c2 <
. . . < ck la´nc, amelyre w(c1) ≤
∑k
i=1 f(ci) teljesu¨l, azaz van olyan c1-bo˝l indulo´ la´nc,
melynek o¨sszsu´lya ele´ri c1 ige´nye´t. Legyenek most P1 = (V,≤1) e´s P2 = (V,≤2) a
V ko¨zo¨s alaphalmazon ke´t ve´ges poset, e´s legyen w1, w2 : V → N ke´t ige´nyfu¨ggve´ny.
E posetek (w1, w2)-kernele´n olyan f : V → N su´lyfu¨ggve´nyt e´rtu¨nk, amely egyszerre
(≤1, w1)-fu¨ggetlen e´s (≤2, w2)-fu¨ggetlen, valamintf a V alaphalmaz minden v eleme´t P1-
ben w1-domina´lja vagy P2-ben w2-domina´lja. E´rdemes megfigyelni, hogy az (1, 1)-kernel
e´pp a kora´bban definia´lt kernellel esik egybe. Imma´r kimondhatjuk a kora´bbban eml´ıtett
su´lyozott kernelekro˝l szo´lo´ te´telt.
2.3. Te´tel (Aharoni, Berger, Gorelik [2]) Legyenek P1 = (V,≤1) e´s P2 = (V,≤2)
ve´ges posetek, e´s legyen w : V → N egy ige´nyfu¨ggve´ny. Ekkor e poseteknek le´tezik
(w,w)-kernele.
Az 1.7. Te´tel az 1.8. Ko¨vetkezme´nye´nek ha´lo´kra to¨rte´no˝ kiterjeszte´se´vel e´s alkal-
mas ha´lo´k megfelelo˝ kiva´laszta´si fu¨ggve´nyeit definia´lva a 2.3. Te´tel a´ltala´nos´ıthato´ az
ala´bbiak szerint.
2.4. Te´tel (Fleiner, Janko´ [20]) Legyenek P1 = (V,≤1) e´s P2 = (V,≤2) ve´ges posetek,
e´s legyen w1 : V → N e´s w2 : V → N ige´nyfu¨ggve´nyek. Ekkor e poseteknek le´tezik
(w1, w2)-kernele. A (w1, w2)-kernelek ha´lo´t alkotnak a su´lyfu¨ggve´nyek azon 1 re´szben-
rendeze´se´re, amelyre f 1 g akkor a´ll, ha f ↑≤1 ≤ g↑≤1.
Re´szbenrendeze´seken k´ıvu¨l ma´s struktu´ra´kon is igazolhato´k kernel-t´ıpusu´ eredme´-
nyek. LegyenekM1 = (E, I1) e´sM2 = (E, I2) matroidok, valamint ≤1 e´s ≤2 a ko¨zo¨s E
alaphalmazuk linea´ris rendeze´sei. E ke´t matroid ko¨zo¨s K fu¨ggetlenje´tM1M2-kernelnek
nevezzu¨k, ha tetszo˝leges e ∈ E \K elemhez valamely i ∈ {1, 2}-re le´tezik az Mi matro-
idnak olyan C ko¨re, amelyre C ⊆ K ∪ {e} e´s c ≤i e teljesu¨l minden c ∈ C − e-re.
2.5. Te´tel (Fleiner [11]) Tetszo˝legesM1 = (E, I1) e´sM2 = (E, I2) matroidok esete´n
le´tezikM1M2-kernel. Ha K1, K2 ⊆ EM1M2-kernelek, akkor a K1∪K2 halmazbo´l a ≤i
szerint Mi-n futtatott moho´ algoritmus i = 1, 2 esete´n M1M2-kernelt va´laszt ki. E ke´t
opera´cio´ meghata´rozta mu˝veletek az M1M2-kernelek halmaza´n olyan ha´lo´t definia´lnak,
amelyben e´rve´nyes az (1.3) tulajdonsa´g, tova´bba´ tetszo˝leges K1, K2 M1M2-kernelekre
fenna´ll, hogy spanM1K1 = spanM1K2 e´s spanM2K1 = spanM2K2.
A 2.5. Te´tel kulcsa az 1.11. Ko¨vetkezme´ny mellett az, hogy a matroid re´szhalmaza´n
futtatott moho´ algoritmussal meghata´rozott kiva´laszta´si fu¨ggve´ny egyszerre komonoton
e´s no¨vekedo˝.
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3. fejezet
Kernelek struktu´ra´ja
Ebben a fejezetben ku¨lo¨nfe´le FG-kerneleknek struktu´ra´ja´t vizsga´ljuk. Az 1.11. Ko¨vet-
kezme´ny ma´sodik re´sze´nek a ha´lo´tulajdonsa´gon tu´l egy ma´sik ko¨vetkezme´nye az, hogy
FG-kernelek hate´konyan kikeresztezheto˝k.
3.1. Te´tel (Fleiner [11]) Legyenek F ,G : 2E → 2E no¨vekedo˝, u´tfu¨ggetlen e´s komo-
noton kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek e´s legyenek K1, K2, . . . , Km tetszo˝leges FG-kernelek. Ek-
kor le´tezik FG-kernelek egy K1 F K2 F . . . F Km la´nca, amelyre teljesu¨l, hogy∑m
i=1 χ(Ki) =
∑m
i=1 χ(K
i), tova´bba´, hogy 1 ≤ j ≤ m-re Kj = F(supp(∑mi=1 χ(Ki) −∑j−1
i=1 χ(K
i))).
Stabil b-pa´ros´ıta´sok esete´n a 3.1. Te´tel ku¨lo¨no¨sen egyszeru˝ alakot o¨lt, a´m ehhez
hasznos ismerni a Roth-Sotomayor-fe´le o¨sszehasonl´ıta´si te´telnek (Comparability Theor-
em) [43] Ba¨ıou e´s Balinski a´ltal adott ala´bbi a´ltala´nos´ıta´sa´t.
3.2. Te´tel (Ba¨ıou e´s Balinski [4]) Legyen G = (V,E) pa´ros gra´f, minden v csu´csra
legyen v linea´ris rendeze´s a v-re illeszkedo˝ e´lek E(V ) halmaza´n, valamint legyen b : V →
N. Ha S1 e´s S2 stabil pa´ros´ıta´sok e´s v ∈ V , akkor az ala´bbi ke´t leheto˝se´g valamelyike a´ll
fenn.
• S1(v) = S2(v) vagy
• |S1(v)| = |S2(v)| = b(v) e´s S1(v)∪S2(v) halmaz v szerint legjobb b(v) eleme vagy
S1(v) vagy S2(v).
A 3.2. egy ko¨vetkezme´nye, hogy ba´rhogy is adunk meg k stabil b-pa´ros´ıta´st e´s egy v
csu´csot, a b-pa´ros´ıta´sok v-re illeszkedo˝ e´lhalmazain v-nek linea´ris rendeze´se van, amit a
tova´bbiakban (mivel nem okoz fe´lree´rte´st) szinte´n v-vel jelo¨lu¨nk. Stabil b-pa´ros´ıta´sokra
teha´t az ala´bbi a´ll´ıta´s szerint e´rve´nyes, hogy ha a egy pa´ros gra´f k megadott stabil b-
pa´ros´ıta´sa´bo´l az egyik sz´ınoszta´lya´bo´l mindenki a sza´ma´ra i-dik legjobb hozza´rendele´st
va´lasztja, akkor stabil b-pa´ros´ıta´st kapunk.
3.3. Te´tel (Fleiner [10]) Legyen G = (V,E) egy B e´s G sz´ınoszta´lyokkal rendelkezo˝
pa´ros gra´f, minden v csu´csra legyen v linea´ris rendeze´s a v-re illeszkedo˝ e´lek E(V )
halmaza´n, valamint legyen b : V → N. Legyenek S1, S2, . . . , Sk stabil b-pa´ros´ıta´sok, e´s
legyen 1 ≤ i ≤ k. Jelo¨lje az S1(v), S2(v), . . . , Sk(v) e´lhalmazok v szerinti sorrendje´t
S1(v), S2(v), . . . , Sk(v). Ekkor Si :=
⋃{Si(v) : v ∈ B} stabil b-pa´ros´ıta´s.
12
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3. FEJEZET. KERNELEK STRUKTU´RA´JA 13
A fenti 3.3. Te´telt stabil pa´ros´ıta´sok esete´re Teo e´s Sethuraman linea´ris programoza´si
eszko¨zo¨k felhaszna´la´sa´val igazolta´k [50], majd Klaus e´s Klijn (a´ll´ıta´suk szerint a 3.3.
Te´telt nem ismerve) adtak a mie´nkhez nagyon hasonlo´ ro¨vid bizony´ıta´st egy specia´lis
esetben [35].
Stabil b-pa´ros´ıta´soknak van egy keve´sbe´ ismert, a´m rendk´ıvu¨l hasznos, u´.n. splitting
tulajdonsa´ga, ami pe´lda´ul a stabil b-pa´ros´ıta´s polie´der linea´ris le´ıra´sa´hoz jo¨n kapo´ra.
3.4. Te´tel (Fleiner [12]) Legyen a G = (V,E) ve´ges gra´f minden v csu´csa´hoz meg-
adva egy v linea´ris rendeze´s a v-re illeszkedo˝ e´lek E(V ) halmaza´n, valamint legyen
b : V → N. Ekkor minden v ∈ V csu´csra le´tezik egy olyan E(v) = E1(v) ∪ . . . ∪ Eb(v)(v)
part´ıcio´, melyre |Ei(v) ∩ S| ≤ 1 teljesu¨l tetszo˝leges S stabil b-pa´ros´ıta´sra, v csu´csra e´s
1 ≤ i ≤ b(v) indexre.
A 3.4. Te´telbo˝l igazolhato´, hogy tetszo˝leges csu´cspreferencia´kkal e´s csu´cskorla´tokkal
ella´tott G gra´fhoz le´tezik egy olyan G′ gra´f, amelybo˝l G megkaphato´ bizonyos csu´cshal-
mazok o¨sszeolvaszta´sa´val e´s G minden stabil b-pa´ros´ıta´sa a G′ egy stabil pa´ros´ıta´snak
felel meg. Ba´r e G′ gra´f hate´konyan elo˝a´ll´ıthato´ G, a v preferencia´k e´s a b csu´cskor-
la´tok ismerete´ben, ez a megfigyele´s sajnos nem alkalmas arra, hogy a stabil b-pa´ros´ıta´s
kerese´se´t stabil pa´ros´ıta´s kerese´se´re vezessu¨k vissza. Nem igaz ugyanis, hogy G′ minden
stabil pa´ros´ıta´sa G egy stabil b-pa´ros´ıta´sa´bo´l ado´dik.
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4. fejezet
Alkalmaza´sok
Ebben a fejezetben a stabil pa´ros´ıta´sokro´l szo´lo´, ismert e´s keve´sbe´ ismert te´telek ne´ha´ny
alkalmaza´sa´t mutatjuk be. Viszonylag ko¨nnyen la´thato´, hogy a Tarski-fe´le fixpontte´tel
egyik sztenderd alkalmaza´sa, a Cantor-Bernstein te´tel levezetheto˝ a (szinte´n a Tarski-
fe´le fixpontte´tellel bizony´ıthato´) stabil pa´ros´ıta´s te´tel ve´gtelen va´ltozata´bo´l. Mivel a
Cantor-Bernstein te´tel tekintheto˝ a Menelsohn-Dulmage te´tel ve´gtelen va´ltozata´nak, nem
meglepo˝, hogy ez uto´bbi is igazolhato´ stabil pa´ros´ıta´sokkal. A Mendelsohn-Dulmage te´tel
matroidos a´ltala´nos´ıta´sa, a Kundu-Lawler te´tel pedig ko¨nnyen bizony´ıthato´ a matroid-
kernelekre vonatkozo´ 2.5. Te´telbo˝l. Kora´bban eml´ıtettu¨k, hogy az ala´bbi, gra´fkernelekro˝l
szo´lo´ eredme´ny is levezetheto˝ Tarski-fe´le fixpontte´tel seg´ıtse´ge´vel.
4.1. Te´tel (Sands, Saurer e´s Woodrow [46]) Ha E1 e´s E2 ke´t huroke´lt nem tartal-
mazo´ ira´ny´ıtott e´lhalmaz a V ponthalmazon, akkor le´tezik a V pontjainak olyan U re´sz-
halmaza, melyre teljesu¨l az ala´bbi ke´t tulajdonsa´g
• Ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ U-beli csu´cs ko¨zo¨tt nem vezet sem E1-beli, sem E2-beli u´t, illetve
• ba´rmely v ∈ V \ U csu´csbo´l vezet U-beli csu´csba E1-beli vagy E2-beli u´t.
A Gale-Shapley te´tel egy tala´n keve´sbe´ ke´zenfekvo˝ alkalmaza´sa Pym ala´bbi linking
te´tele´nek bizony´ıta´sa.
4.2. Te´tel (Pym [40]) Legyen a D = (V,E) digra´fban P e´s Q pontdiszjunkt ira´ny´ıtott
utak egy-egy halmaza. Ekkor le´tezik pontdiszjukt ira´ny´ıtott utak egy R halmaza u´gy, hogy
• minden P-beli u´t kiindulo´pontja´bo´l indul R-beli u´t, e´s minden R-beli u´t kiindulo´-
pontja kiindulo´pontja egy P-beli vagy Q-beli u´tnak, e´s
• minden Q-beli u´t ve´gpontja´ban ve´gzo˝dik R-beli u´t, e´s minden R-beli u´t ve´gpontja
ve´gpontja egy P-beli vagy Q-beli u´tnak, valamint
• mindenR-beli u´t egy P-beli u´t (esetleg u¨res) kezdo˝szelete´nek e´s egy Q-beli u´t (esetleg
u¨res) ve´gszelete´nek o¨sszefu˝ze´se´vel jo¨n le´tre.
Stabil pa´ros´ıta´sok egyik legismertebb alkalmaza´sa Galvinnak a Dinitz-sejte´sre adott
bizony´ıta´sa [23], mely a
”
Proofs from the book” c´ımu˝ ko¨nyvben is megjelent. Galvin
mo´dszere az ala´bbi mo´don terjesztheto˝ ki nem pa´ros gra´fokra.
14
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4. FEJEZET. ALKALMAZA´SOK 15
4.3. Te´tel (Fleiner [15]) Legyen G = (V,E) gra´f, c : E → {1, 2, . . . , k} pedig G egy
k-e´lsz´ıneze´se. Legyen adott minden e ∈ E e´lhez egy k me´retu˝ L(e) sz´ınlista. Ha G
egyetlen pa´ratlan ko¨re´nek e´leihez tartozo´ sz´ınlista´knak sincs ko¨zo¨s eleme, akkor van G-
nek olyan l e´lsz´ıneze´se, amelyre minden e´lt a saja´t lista´ja´bo´l sz´ınezu¨nk, azaz l(e) ∈ L(e)
teljesu¨l G minden e e´le´re.
Le´tezik Galvin te´tele´nek e´s a pa´ros gra´fok egyenletes sz´ıneze´se´ro˝l szo´lo´ te´telnek is egy
ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa.
4.4. Te´tel (Fleiner, Frank [17]) Legyen G = (V,E) pa´ros gra´f, c : E → {1, 2, . . . , k}
pedig G e´leinek egy tetszo˝leges sz´ıneze´se k sz´ınnel. Adott tova´bba´ minden e ∈ E e´lhez egy
k me´retu˝ L(e) sz´ınlista. Ekkor tala´lhato´ G minden e e´le´hez egy l(e) ∈ L(e) sz´ın u´gy, hogy
az l sz´ıneze´s az ala´bbi e´rtelemben jobb legyen a c sz´ıneze´sne´l. A G ba´rmely v csu´csa´ra e´s
ba´rmely n1, n2, . . . , ni sz´ınre le´teznek m1,m2, . . . ,mj sz´ınek valamely j ≤ i-re u´gy, hogy a
v-bo˝l a c sz´ıneze´s szerint legala´bb annyi e´l kapja meg az m1, . . . ,mj sz´ınek valamelyike´t,
mint aha´ny v-bo˝l indulo´ e´l az l sz´ıneze´s szerint az n1, . . . , ni sz´ınek valemelyike´t kapja.
A matroidkerneleknek egy gyakorlati szempontbo´l is e´rdekes alkalmaza´sa´val za´rjuk
ezt a re´szt. Ehhez definia´ljuk a 2LCSM proble´ma´t (a ro¨vid´ıte´s a szakirodalomban hasz-
na´lt 2-sided laminar classified stable matching megneveze´sre utal). Legyen G = (V,E)
pa´ros gra´f, melynek minden v csu´csa´hoz adott egy v linea´ris rendeze´s E(v)-n, egy Cv la-
mina´ris halmazrendszer E(v)-n, valamint minden C ∈ Cv halmazra az l(C) ≤ u(C) also´ e´s
felso˝ korla´tok. A G e´leinek M re´szhalmaza akkor lu-pa´ros´ıta´s, ha l(C) ≤ |M∩C| ≤ u(C)
teljesu¨l minden v csu´csra e´s C ∈ Cv halmazra. Az M lu-pa´ros´ıta´s akkor lu-domina´lja
az e ∈ E \ M e´lt, ha van e-nek olyan v ve´gpontja e´s olyan C ∈ Cv halmaz, amelyre
|M ∩ C| = u(C) e´s m ≤v e teljesu¨l minden m ∈ M ∩ C esete´n. Az M lu-pa´ros´ıta´s
pedig akkor lu-stabil, ha minden E \M -beli e´lt lu-domina´l. A 2LCSM proble´ma pedig
az lu-stabil pa´ros´ıta´s le´teze´se´nek eldo¨nte´se. Ezzel a megko¨zel´ıte´ssel a´ltala´nos´ıthatjuk a
Huang a´ltal bevezetett LCSM proble´ma´t [30], melynek motiva´cio´ja az egyetemi felve´teli
proble´ma egy, a gyakorlatot jobban ko¨zel´ıto˝ le´ıra´sa: szemben ugyanis a stabil b-pa´ros´ıta´s
proble´ma´val, a jelen modell kezelni tudja az olyasfajta felte´telt is, amely szerint az egyes
egyetemi szakok csak bizonyos minima´lis le´tsza´m ele´re´sekor indulhatnak el, ill. bizo-
nyos egyetemi szakok (a saja´t egye´ni kvo´ta´jukon tu´l) ko¨zo¨s kvo´ta´val is rendelkeznek. A
2LCSM proble´ma egy lehetse´ges megolda´sa az ala´bbi eredme´ny alapja´n to¨rte´nhet.
4.5. Te´tel (Fleiner, Kamiyama [21]) A G = (V,E) gra´fon megadott 2LCSM prob-
le´ma´hoz polinom ido˝ben konstrua´lhato´k az M1 e´s M2 matroidok azzal a tulajdonsa´ggal,
hogy ha le´tezik lu-stabil pa´ros´ıta´s, akkor az lu-stabil pa´ros´ıta´sok halmaza megegyezik az
M1M2-kernelek halmaza´val. Igaz tova´bba´, hogy egy M M1M2-kernel pontosan akkor
lu-stabil pa´ros´ıta´s, ha M lu-pa´ros´ıta´s.
A 4.5. Te´tel szerint teha´t elegendo˝ egyetlen M M1M2-kernelt tala´lni: ha M lu-
pa´ros´ıta´s, akkor ke´sz vagyunk, hisz M lu-stabil, ha pedig M nem lu-pa´ros´ıta´s, akkor
egya´ltala´n nem le´tezik lu-stabil pa´ros´ıta´s.
E´rdemes megeml´ıteni ke´t tova´bbi, az egyetemi felve´teli proble´ma´hoz kapcsolo´do´ mo-
dellt is. A G = (V,E) pa´ros gra´f sz´ınoszta´lyait a szakok A e´s a felve´telizo˝k B halmaza
alkotja. Minden v csu´cshoz adott egy v linea´ris rendeze´s az v-bo´l indulo´ e´leken, to-
va´bba´ minden b szakhoz adott egy l(b) also´ e´s egy u(b) felso˝ korla´t. Felve´teli se´ma alatt
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olyan M ⊆ E e´lhalmazt e´rtu¨nk, amelyre |M(a)| ≤ 1 teljesu¨l minden a ∈ A jelentkezo˝re
e´s l(b) ≤ M(b) ≤ u(b) a´ll minden olyan b szakra, amelyre M(b) 6= ∅. (A motiva´cio´ itt
az, hogy ha egy b szak elindul, akkor ehhez legala´bb l(b) hallgato´ra van szu¨kse´g.) Egy
felve´teli se´ma akkor stabil, ha
• egyre´szt nincs blokkolo´ felve´telizo˝-szak pa´r, azaz ba´rmely a ∈ A, b ∈ B e´s M(b) 6= ∅
esete´n van olyan m ∈M e´l, amelyre m a ab teljesu¨l vagy |M(b)| = u(b) e´s m b ab
teljesu¨l minden m ∈M(b)-re,
• tova´bba´ nincs blokkolo´ koal´ıcio´ sem, azaz nem le´tezik olyan b szak e´s olyan a1, a2, . . . ,
al(b) hallgato´k, amelyre M(b) = ∅ e´s aib ai M(ai) teljesu¨l.
4.6. Te´tel (Biro´, Fleiner, Irving, Manlove [7]) A stabil felve´teli se´ma le´teze´se´nek
eldo¨nte´se NP -teljes a fenti modellben.
A ma´sik fent eml´ıtett modell azt a gyakorlatban is elo˝fordulo´ ko¨vetelme´nyt igyek-
szik formaliza´lni, amely szerint bizonyos jo´l meghata´rozott szakokra felvett jelentkezo˝k
sza´mara felso˝ korla´tot hata´roz meg a miniszte´rium. A G = (V,E) pa´ros gra´f sz´ınoszta´-
lyait most is a szakok A e´s a felve´telizo˝k B halmaza alkotja. Minden a felve´telizo˝ho¨z
adott egy a linea´ris rendeze´s az a-bo´l indulo´ e´leken, mı´g a szakokon mint alaphalma-
zon halmaza´n adott a C halmazcsala´d, melynek tagjai az u´n. kvo´tahalmazok. Min-
den C ∈ C kvo´tahalmazhoz adott egy q(C) felso˝ korla´t. Felve´teli se´ma alatt itt olyan
M ⊆ E e´lhalmazt e´rtu¨nk, amelyre |M(a)| ≤ 1 teljesu¨l minden a ∈ A jelentkezo˝re e´s
l(C) ≤ |M(C)| ≤ u(C) a´ll minden C kvo´tahalmazra, ahol M(C) jelo¨li az C-beli ve´gpont-
tal rendelkezo˝ e´lek halmaza´t. Minden C kvo´tahalmazhoz adott M(C)-n a C linea´ris
rendeze´s, amelyek egyma´ssal konzisztensek, azaz tetszo˝leges C e´s C ′ kvo´tahalmazok ese-
te´n C e´s C′ megegyezik M(C)∩M(C ′)-n. Egy felve´teli se´ma akkor stabil, ha ba´rmely
a ∈ A felve´telizo˝ e´s b ∈ B szak esete´n M(a) a ab teljesu¨l vagy van olyan b ∈ C ∈ C
kvo´tahalmaz, amelyre |M(C)| = q(c) e´s m C ab a´ll minden m ∈ M(C) esete´n. Vi-
la´gos, hogy ha a kvo´tahalmazok C rendszere lamina´ris, akkor a 2LCSM proble´ma azon
specia´lis esete´ro˝l van szo´, amelyben l ≡ 0 e´s u ≡ q. Mivel ekkor minden M1M2-kernel
lu-pa´ros´ıta´s, eze´rt minden ilyen kernel egyu´ttal lu-stabil is lesz, teha´t mindig tala´lhato´
stabil felve´teli se´ma. Ha azonban a C halmazrendszer nem lamina´ris, akkor a proble´ma
reme´nytelen.
4.7. Te´tel (Biro´, Fleiner, Irving, Manlove [7]) A stabil felve´teli se´ma le´teze´se´nek
eldo¨nte´se NP -teljes a fenti modellben.
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5. fejezet
Stabil pa´ros´ıta´s polie´derek
Terme´szetes ke´rde´s a stabil pa´ros´ıta´s e´s a maxima´lis su´lyu´ pa´ros´ıta´s kerese´se´nek az az
o¨tvo¨zete, amelyben adott e´lsu´lyoza´s mellett kell a stabil pa´ros´ıta´sok halmaza´bo´l egy egy
maxima´lis su´lyu´t keresni. Egy terme´szetesen k´ına´lkozo´ u´t a stabil pa´ros´ıta´sok karakte-
risztikus vektorai fesz´ıtette polito´pon to¨rte´no˝ optimaliza´la´s, e´s ehhez ennek a polito´pnak
egy jo´ karakteriza´cio´ja´ra, tipikusan egy linea´ris le´ıra´sa´ra van szu¨kse´g. Az elso˝ le´pe´st Van-
de Vate tette meg azzal, hogy teljes pa´ros gra´f esete´n megadott egy ilyen le´ıra´st [51]. Ezt
ko¨vette Rothblum, aki tetszo˝leges pa´ros gra´fra adott karakteriza´cio´t [45], majd Ba¨ıou
e´s Balinski adta´k meg pa´ros gra´f esete´n a stabil b-pa´ros´ıta´s polito´p exponencia´lisan sok
felte´telt tartalmazo´ le´ıra´sa´t abban az esetben, amikoris a b korla´t az egyik sz´ınoszta´lyon
azonosan 1-gyel egyenlo˝ [5].
Az FG-kernelek ha´lo´struktu´ra´ja´nak ismerete´ben azonban az elo˝bbiekne´l sokkal a´lta-
la´nosabb esetekben (pe´lda´ul matroidkernelek esete´ben) is megadhato´ linea´ris karakteri-
za´cio´, me´gpedig Hoffman ha´lo´polie´derekre igazolt te´teleinek seg´ıtse´ge´vel [29]. Ne´ha´ny
jelo¨le´sre lesz szu¨kse´gu¨nk. F ,G : 2E → 2E kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek esete´n jelo¨lje KFG az
FG-kernelek halmaza´t, ill.
PFG := conv{χ(K) : K ∈ KFG}
PFG↑ := PFG + RE+
PFG↓ := (PFG + RE−) ∩ RE+
AFG := {A ⊆ E : |A ∩K| ≤ 1 ∀K ∈ KFG}
BFG := {B ⊆ E : |B ∩K| ≥ 1 ∀K ∈ KFG}
rendre az FG-kernel polito´pot, annak felsza´llo´ burka´t, a pozit´ıv orta´nsban alatta levo˝
re´szt, az FG-kernelek antiblokkolo´, valamint blokkolo´ halmazait. Egy x ∈ RE vektor e´s
Z ⊆ E esete´n alkalmazzuk az
x˜(Z) :=
∑
{x(z) : z ∈ Z}
jelo¨le´st. Ennek seg´ıtse´ge´vel ki tudjuk mondani az ala´bbi eredme´nyt.
5.1. Te´tel (Fleiner [11]) Ha F ,G : 2E → 2E no¨vekedo˝ e´s komonoton kiva´laszta´si fu¨gg-
17
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ve´nyek, akkor
PFG↑ = {x ∈ RE : x ≥ 0, x˜(B) ≥ 1 ∀B ∈ BFG}
PFG↓ = {x ∈ RE : x ≥ 0, x˜(A) ≤ 1 ∀A ∈ AFG, x(e) = 0 ∀e ∈ E \
⋃
KFG}
PFG = {x ∈ RE : x ≥ 0, x˜(B) ≥ 1 ∀B ∈ BFG, x˜(A) ≤ 1 ∀A ∈ AFG}
Az 5.1. Te´telben szereplo˝ linea´ris felte´telek egy elo˝nye, hogy a megfelelo˝ linea´ris
programoza´si proble´ma´ban felle´po˝ ma´trixokban csak 0 e´s 1 szerepel. Ha´tra´nyuk azon-
ban, hogy a linea´ris felte´telek implicitek, e´s aka´r exponencia´lisan sok is lehet belo˝lu¨k.
Mindazona´ltal a szepara´cio´s proble´ma ko¨nnyen megoldhato´, ı´gy sztenderd technika´k al-
kalmazhato´k az adott polie´dereken to¨rte´no˝ optimaliza´cio´ra. Stabil b-pa´ros´ıta´sok esete´n
azonban a 3.4. Te´tel seg´ıtse´ge´vel jo´val konkre´tabban megadhato´k a polito´pot le´ıro´ blok-
kerek e´s antiblokkerek.
5.2. Te´tel (Fleiner [12]) Legyen G = (V,E) pa´ros gra´f, minden v csu´csra legyen v
linea´ris rendeze´s E(v)-n, valamint legyen b : V → N. Jelo¨lje P(G, b) a G-beli stabil
b-pa´ros´ıta´sok karakterisztikus vektorainak konvex burka´t, valamint 1 ≤ i ≤ b(v) esete´n
Ei(v) jelo¨lje az E(v) a 3.4. Te´tel szerinti re´szhalmaza´t. Ekkor
P(G, b) = {x ∈ RE : x ≥ 0,
x˜(Ei(v)) ≤ 1 ∀v ∈ V, ∀1 ≤ i ≤ b(v),
x˜(Φi,j(uv)) ≥ 1 ∀uv ∈ E ∀1 ≤ i ≤ b(u), ∀1 ≤ j ≤ b(v)} ,
ahol Φi,j(uv) = {uv} ∪ {uv′ ∈ Ei(u) : uv′ u uv} ∪ {u′v ∈ Ej(v) : u′v v uv} .
E´rdemes megeml´ıteni, hogy b ≡ 1 esete´n az 5.2. Te´tel specia´lis esete a P(G,1)
stabil pa´ros´ıta´s polie´der Rothblum a´ltali karakteriza´cio´ja [45], melyro˝l Kira´ly e´s Pap
igazolta´k annak teljesen dua´lisan ege´sze´rte´ku˝ (TDI) tulajdonsa´ga´t [33]. Abban a specia´lis
esetben, aholis a b ≡ 1 tulajdonsa´g csak a pa´ros gra´f egyik sz´ınoszta´lya´ra teljesu¨l, Ba¨ıou
e´s Balinski adta´k meg P(G, b) egy viszonylag bonyolult, exponencia´lisan sok felte´telt
tartalmazo´, linea´ris le´ıra´sa´t [5].
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6. fejezet
Stabil folyamok
Jo´l ismert te´ny, hogy pa´ros gra´fban a maxima´lis me´retu˝ pa´ros´ıta´s kerese´se megfogalmaz-
hato´ folyamproble´make´nt: vezessu¨nk be egy-egy u´j s e´s t csu´csot, s-bo˝l vezessu¨nk e´lt az
egyik (mondjuk A) sz´ınoszta´ly minden csu´csa´ba, mı´g a ma´sik sz´ınoszta´ly (mondjuk B)
minden csu´csa´bo´l ind´ıtsunk e´lt t-be, valamint az pa´ros gra´f minden e´le´t ira´ny´ıtsuk A-bo´l
B-be. Ha az ı´gy kapott ira´ny´ıtott gra´f minden e´le´nek 1 kapacita´st adunk, akkor az eredeti
pa´ros gra´f pa´ros´ıta´sai u´gy felelnek meg ko¨lcso¨no¨sen egye´rtelmu˝en az uto´bbi ha´lo´zatbeli
ege´szfolyamoknak, hogy a pa´ros´ıta´s me´rete megegyezik a hozza´ tartozo´ folyam nagysa´-
ga´val. A maxima´lis pa´ros´ıta´s kerese´se teha´t maxima´lis nagysa´gu´ ege´szfolyam kerese´se´re
vezet, ami jo´l ismert feladat.
Terme´szetes ke´rde´s, hogy nincs-e vajon a ha´lo´zati folyamoknak olyan a´ltala´nos´ıta´sa,
amelynek a stabil pa´ros´ıta´s feladat hasonlo´ke´ppen specia´lis esete, mint ahogyan a ma-
xima´lis pa´ros´ıta´s proble´ma a szoka´sos folyamproble´ma´nak. A ke´rde´sre igenlo˝ a va´lasz,
ennek re´szleteit ismertetju¨k az ala´bbiakban.
Legyen (D, s, t, c) egy ha´lo´zat, azaz D ira´ny´ıtott gra´f (ro¨viden digra´f), s, t ennek
ku¨lo¨nbo¨zo˝ csu´csai (u´n. termina´ljai), valamint c : A(D) → R+ pedig egy nemnegat´ıv
kapacita´sfu¨ggve´ny D e´lein. A megszokott mo´don (megengedett) folyam alatt olyan
f : A(D) → R+ fu¨ggve´nyt e´rtu¨nk, amelyre a kapacita´sfelte´tel (azaz f ≤ c) mellett
a Kirchhoff-szaba´ly is teljesu¨l, azaz minden s-to˝l e´s v-to˝l ku¨lo¨nbo¨zo˝ v csu´cs esete´n a v-be
bele´po˝ e´leken az f a´ltal felvett e´rte´kek o¨sszege megegyezik a v-bo˝l kile´po˝ e´leken vett
o¨sszeggel. Tegyu¨k fel tova´bba´, hogy v a v-re illeszkedo˝ ira´ny´ıtott e´lek halmaza´n egy
linea´ris rendeze´s, azaz ha e v f , akkor a v csu´cs jobban szereti e-t az f -ne´l. (Valo´ja´ban
csak a v-bo˝l kile´po˝ e´s a v-be bele´po˝ e´leken kell egy-egy rendeze´s, mert kie´lpo˝ e´s bele´po˝
e´lt sosem kell o¨sszehasonl´ıtani.) Azt mondjuk, hogy egy v1, e1, v2, e2, . . . , vk, ek, vk+1 se´ta
blokkolja az f folyamot, ha
• ei = vivi+1 teljesu¨l minden 1 ≤ i ≤ k esete´n,
• az e1, e2, . . . , ek e´lek pa´ronke´nt ku¨lo¨nbo¨zo˝k,
• f(ei) < c(ei) teljesu¨l minden 1 ≤ i ≤ k esete´n (azaz ei tel´ıtetlen),
• v1 ∈ {s, t} vagy le´tezik olyan e = v1x e´l, amelyre f(e) > 0 e´s e1 ≺v1 e, valamint
• vk+1 ∈ {s, t} vagy le´tezik olyan e = xvk+1 e´l, amelyre f(e) > 0 e´s ek ≺vk+1 e.
Az f megengedett folyamot stabilnak mondjuk, ha f -et egyetelen se´ta sem blokkolja.
Az ime´nt le´ırt modell az ala´bbi mo´don motiva´lhato´. A D digra´f nemtermina´lis csu´csai
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kereskedo˝knek felelnek meg, akik egyfajta terme´ket adnak-vesznek. Az egyes ira´ny´ıtott
e´lek a lehetse´ges ada´sve´teleket jelentik, az e´l kapacita´sa pedig azt ı´rja le, hogy az adott
terme´kbo˝l legfeljebb mennyivel kereskedhet a ke´t e´rintett ja´te´kos. Az ı´gy megadott pia-
con le´trejo¨vo˝ mozga´st egy megengedett folyam ı´rja le, hisz minden kereskedo˝ pontosan
annyi terme´ket tud eladni, mint amennyit megvesz. Ha az u kereskedo˝ az uv e´lt va´lasztja
az uw e´llel szemben (azaz ha uv ≺u uw a´ll), akkor az azt jelenti, hogy u sz´ıvesebben ad
el v-nek, mint w-nek, ı´gy ha megteheti, akkor sz´ıvesen cso¨kkenti a w-nek eladott mennyi-
se´get annak e´rdeke´ben, hogy pontosan ennyivel to¨bbet tudjon eladni v-nek. Persze erre
csak akkor van leheto˝se´g, ha v az ı´gy szerzett to¨bbletet tova´bb tudja adni, s´ıt. Az f -et
blokkolo´ se´ta ebben az e´rtelmeze´sben azt jelenti, hogy a se´ta ke´t ve´ge sz´ıvesebben terel-
ne´ a´t az a´ltala forgalmazott terme´kek egy re´sze´t a se´ta´ra, mı´g a se´ta ko¨zbu¨lso˝ csu´csai
is jobban ja´rnak, ha to¨bb terme´ket forgalmaznak. Egy blokkolo´ se´ta teha´t az f folyam
a´ltal le´ırt kereskede´sben egyfajta instabilita´st okoz, hiszen minden e´rintett re´sztvevo˝nek
e´rdeke´ben a´ll a blokkolo´ se´ta a´ltal megadott mo´don elte´rni f -to˝l. A stabil folyam teha´t
egy olyan szitua´cio´t ı´r le, amelyto˝l nem fognak ko¨zo¨s akarattal elte´rni.
Ha a D digra´f egy s forra´sbo´l, elado´k egy A halmaza´bo´l, vevo˝k egy B halmaza´bo´l
valamint egy t nyelo˝bo˝l a´ll, ira´ny´ıtott e´l pedig s-bo˝l A minden csu´csa´ba, B minden csu´-
csa´bo´l t-be, valamint bizonyos A e´s B ko¨zti e´lekbo˝l a´ll, e´s minden e´lkapacita´s egyse´gnyi,
u´gy a stabil folyamok ko¨lcso¨no¨sen egye´rtelmu˝en megfelelnek a stabil pa´ros´ıta´soknak ab-
ban a G gra´fban, amely as s e´s t csu´csok D-bo˝l valo´ to¨rle´se´vel e´s az ira´ny´ıta´s elhagya´sa´val
kaphato´, a preferencia´kat persze megtartva.
6.1. Te´tel (Fleiner [14]) Tetszo˝leges (D, s, t, c) ha´lo´zatban tetszo˝leges v linea´ris csu´cs-
preferencia´k esete´n le´tezik stabil folyam.
Stabil folyam konstrua´lhato´ a Gale-Shapley algoritmus egy alkalmas a´ltala´nosa´val.
Ugyanabban a csu´cspreferencia´kkal ella´tott ha´lo´zatban aka´r to¨bb stabil folyam is le´tez-
het, de ezek nem alkotnak olyasfajta ha´lo´t, mint a stabil pa´ros´ıta´sok. Valamife´le ha´lo´tu-
lajdonsa´g definia´lhato´ akkor, ha az egyes stabil folyamok esete´n minden egyes csu´csro´l
mega´llap´ıtjuk, hogy az adott csu´csot elado´nak vagy vevo˝nek tekintju¨k. (Ez a´ltala´ban
egye´rtelmu˝, egyes csu´csokna´l szabadon va´laszthatunk.) Mindazona´ltal a
”
rural hospital”
te´telnek ebben a modellben is igaz az ala´bbi a´ltala´nos´ıta´sa.
6.2. Te´tel (Fleiner [14]) Ha f1 e´s f2 stabil folyamok a (D, s, t, c) ha´lo´zatban v line-
a´ris csu´cspreferencia´k mellett, akkor f1(e) = f2(e) teljesu¨l minden olyan e e´lre, amelynek
s vagy t ve´gpontja. Ko¨vetkeze´ske´pp mf1 = mf2, azaz a stabil folyamok nagysa´ga meg-
egyezik.
A stabil folyam modell szorosan kapcsolo´dik ella´ta´si la´ncok Ostrovsky a´ltal definia´lt
stabilita´sa´hoz. Ostrovsky modellje´ben egy aciklikus gra´f csu´csai reprezenta´lja´k az egyes
ja´te´kosokat, az ira´ny´ıtott e´lek pedig az egyes ja´te´kosok ko¨zo¨tti kereskedelmet jelentik.
Minden egyes v csu´cshoz adott egy Cv kiva´laszta´si fu¨ggve´ny, amely a v csu´csra illeszkedo˝
e´lek ba´rmely X re´szhalmaza´hoz hozza´rendeli az X-nek azt az Y = Cv(X) re´szhalmaza´t,
amelyek mente´n v kereskedne akkor, ha szabadon do¨nthetne, hogy X-bo˝l mely e´leket
va´lasztja. Mindezen Cv fu¨ggve´nyeknek teljes´ıteniu¨k kell az SSS e´s CSC (”
same side
substitutability” ill.
”
cross side complementarity”) tulajdonsa´gokat, ami azt jelenti, hogy
ha e bele´p, f pedig kile´p X-bo˝l, akkor
C+v (X ∪ {e}) ⊆ C+v (X) ∪ {e} e´s C−v (X) ⊆ C−v (X ∪ {e})
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valamint
C−v (X ∪ {f}) ⊆ C−v (X) ∪ {f} e´s C+v (X) ⊆ C+v (X ∪ {f})
teljesu¨l ahol a + felso˝index a bele´po˝, a − pedig a kile´po˝ e´leket jelenti. A fenti tulajdonsa´g
teha´t azt ı´rja le, hogy ha feltu˝nik egy u´j va´sa´rla´si leheto˝se´g, akkor az adott ja´te´kos minden
olyan e´l mente´n elad, ahol eddig is eladott, e´s minden olyan e´l mente´n nem va´sa´rol, ahol
eddig sem va´sa´rolt, de va´sa´rolhatott volna. Egy u´j elada´si leheto˝seg esete´n pedig az
teljesu¨l, hogy minden eddigi megvalo´sult va´sa´rla´s tova´bbra is megvalo´sul, e´s minden meg
nem valo´sult va´sa´rla´si leheto˝se´g tova´bbra sem fog megvalo´sulni. Egy ella´ta´si la´ncban a
fenti kiva´laszta´si fu¨ggve´nyekkel le´ırt preferenica´k esete´n egyensu´lyi helyzet az e´lek olyan
S re´szhalmaza, amelyre Cv(S(v)) = S(v) tejesu¨l minden ja´te´kos esete´n, tova´bba´ nem
le´tezik S-hez blokkolo´ la´nc, azaz S-en k´ıvu¨li e´lekbo´l olyan ira´ny´ıtott P u´t, amelyre az u´t
minden csu´csa kiva´lasztana´ az u´t e´leit, ha azt S melle´ felk´ına´lna´k, azaz minden v csu´csra
P (v) ⊆ Cv(S(v)∪ P (v)) teljesu¨l. U¨nnepelt cikke´ben Ostrovsky az ala´bbi te´telt igazolta.
6.3. Te´tel (Ostrovsky [39]) Tetszo˝leges aciklikus digra´f e´s a digra´f csu´csaihoz tarto-
zo´ tetszo˝leges SSS e´s CSC tulajdonsa´gu´ kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek esete´n le´tezik egyensu´lyi
helyzet.
Ostrovsky munka´ja e´s az a´ltala le´ırt modell nyoma´n sza´mos u´j eredme´ny szu¨letett
(pl. [25, 27, 26]). Ostrovsky modellje jo´val a´ltala´nosabb kiva´laszta´si fu¨ggve´nyeket enged
meg, mint amit a stabil folyamok esete´n haszna´lunk, aholis a kapacita´sfelte´telnek e´s a
Kirchhoff-szaba´lynak kell megfelelni. A stabil folyamok esete´n azonban nem ko¨tju¨k ki a
vizsga´lt gra´f aciklikus tulajdonsa´ga´t, e´s a kiva´laszta´si fu¨ggve´nynek sem kell diszkre´tnek
lennie. A ke´t eredme´ny egy ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa´t tartalmazza Fleiner, Janko´, Tamura
e´s Teytelboym egy egyelo˝re publika´latlan, ha´lo´zatokon e´rtelmezett ku¨lo¨nfe´le stabilita´s-
fogalmakat o¨sszehasonl´ıto´ munka´ja [19].
dc_1564_18
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)
7. fejezet
Stabil pa´ros´ıta´sok a´ltala´nos gra´fokon
La´ttuk, hogy pa´ros gra´fok esete´n tetszo˝leges linea´ris preferencia´k mellett le´tezik stabil
(b-)pa´ros´ıta´s. Ko¨nnyu˝ olyan nempa´ros gra´fot e´s preferencia´kat megadni, ahol nincs sta-
bil pa´ros´ıta´s: egy leheto˝se´g egy pa´ratlan ko¨r, ahol mindenki a jobb oldali szomsze´dja´t
kedveli jobban. Terme´szetes ke´rde´s teha´t, hogy van-e olyan hate´kony algoritmus, amely
tetszo˝leges G gra´f e´s linea´ris preferencia´k esete´n eldo¨nti, van-e stabil pa´ros´ıta´s, e´s ha
igen, akkor tala´l egyet. Tekintettel arra, hogy az 1.2. Lemma a nempa´ros esetben is
ervenyes, terme´szetes o¨tlet, hogy a stabil pa´ros´ıta´st kereso˝ algoritmus ebbo˝l indul ki.
Amı´g azonban pa´ros gra´fok esete´n amennyiben az 1.2. Lemma alapja´n ma´r nem to¨ro¨lhe-
to˝ to¨bb e´l, akkor a fiu´k ill. a la´nyok legjobb va´laszta´sai alkotja´k a fiu´- ill. la´nyoptoma´lis
stabil pa´ros´ıta´st, ha a vizsga´lt gra´f nem pa´ros, u´gy az 1.2. Lemma seg´ıtse´ge´vel ele´rheto˝
a´llapot me´g nagyon messze lehet atto´l, hogy a stabil pa´ros´ıta´s le´teze´se´t eldo¨nthessu¨k.
Az elso˝ algoritmust, amely hate´konyan e´rte el a kitu˝zo¨tt ce´lt, Irving ı´rta le [31]. Ehhez
az 1.2. Lemma´ban szereplo˝ mu˝veleten k´ıvu¨l egy tova´bbira, az u´n. rota´cio´-elimina´cio´ra
volt szu¨kse´ge. Ebben a transzforma´cio´ban szinte´n e´leket to¨rlu¨nk a vizsga´lt gra´fbo´l, e´s
aka´rcsak az kikosaraza´s miatti e´lto¨rle´s esete´n, itt sem keletkezik u´j stabil pa´ros´ıta´s az
e´lto¨rle´skor. Szemben azonban a kora´bbival, rota´cio´-elimina´cio´val elvesz´ıthetu¨nk stabil
pa´ros´ıta´st. A mu˝velet hasznos tulajdonsa´ga azonban az, hogy ha valo´ban elvesz´ıtu¨nk
egy stabil pa´ros´ıta´st, bizonyosan marad me´g legala´bb egy ma´sik stabil pa´ros´ıta´s a gra´f-
ban. Irving munka´ja nyoma´n az deru¨lt ki, hogy amennyiben a fenti transzforma´cio´k
egyike sem hajthato´ ve´gre, u´gy a gra´f maga egy pa´ros´ıta´s (ami persze stabil pa´ros´ıta´-
sa a kiindula´si gra´fnak), vagy pedig van a gra´fnak egy olyan pa´ratlan ko¨r komponense,
amelyben mindenki a ko¨r mente´n uta´na ko¨vetkezo˝ szomsze´dja´t prefera´lja a megelo˝zo˝vel
szemben. Ebben az esetben teha´t a vizsga´lt gra´fnak, ı´gy az inputban szereplo˝nek sincs
stabil pa´ros´ıta´sa.
Irving algoritmusa´nak seg´ıtse´ge´vel Tan mutatott ra´ [48], hogy nem pa´ros gra´fok ese-
te´n mindig le´tezik egy u´n. stabil part´ıcio´, amit mi stabil fe´lpa´ros´ıta´snak h´ıvunk, e´s az
ala´bbiakban definia´lunk. Ez a stabil part´ıcio´ vagy egy pa´ros´ıta´s, e´s ı´gy stabil pa´ros´ıta´-
sa az inputgra´fnak, vagy egy ro¨vid bizony´ıte´ka annak, hogy az inputgra´fnak nincs stabil
pa´ros´ıta´sa. Ezt uto´bbi eredme´ny a´ltala´nos´ıta´sa´hoz van szu¨kse´gu¨nk az ala´bbi fogalmakra.
Legyen H = (V, E) hipergra´f a V csu´cshalmazon, azaz E ⊆ V teljesu¨l minden E ∈ E
hipere´lre. Legyen v linea´ris rendeze´s a v csu´csra illeszkedo˝ hipere´lek E(v) halmaza´n. A
hipere´lek E ′ halmaza pa´ros´ıta´s, ha az E ′-beli e´lek diszjunktak, azaz ha |E ′(v)| ≤ 1 teljesu¨l
minden v ∈ V csu´csra. Azt mondjuk, hogy az x ∈ RE+ nemnegat´ıv vektor to¨rtpa´ros´ıta´s, ha
minden v ∈ V csu´csra x˜(E(v)) ≤ 1 a´ll. Ha x olyan to¨rtpa´ros´ıta´s, amelyre x(E) ∈ {0, 1
2
, 1}
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minden E hipere´l esete´n, akkor x fe´lpa´ros´ıta´s, ha pedig x(E) ∈ {0, 1} teljesu¨l minden
hipere´lre, akkor x-et ege´szpa´ros´ıta´snak nevezzu¨k. (Vila´gos, hogy az ege´szpa´ros´ıta´sok
pontosan a pa´ros´ıta´sok karakterisztikus vektorai.) Az x to¨rtpa´ros´ıta´s akkor stabil, ha
minden E ∈ E e´lnek van olyan v ∈ V csu´csa, amire∑{x(F ) : F v E} ≥ 1 teljesu¨l, azaz
az E-ne´l nem rosszabb e´lek ele´rik a v csu´cs lehetse´ges maxima´lis lefedettse´ge´t. Ko¨nnyen
la´thato´, hogy ha x a G gra´f egy stabil fe´lpa´ros´ıta´sa, akkor x−1(1) a G egy pa´ros´ıta´sa´t
alkotja, mı´g x−1(1
2
) komponensei olyan ko¨ro¨k lesznek G-ben, melyekben a preferencia
ciklikus. A fenti terminolo´gia´val az 1.1. Te´tel u´gy is fogalmazhato´, hogy minden pa´ros
gra´fnak tetszo˝leges csu´cspreferencia´k esete´n van stabil ege´szpa´ros´ıta´sa. Tan az ala´bbi
te´telt igazolta gra´fok esete´n.
7.1. Te´tel (Tan, [48]) Tetszo˝leges G = (V,E) gra´f e´s tetszo˝leges v linea´ris csu´cs-
preferencia´k esete´n a G gra´fnak tala´lhato´ stabil fe´lpa´ros´ıta´sa. Tova´bba´, ha x e´s y stabil
fe´lpa´ros´ıta´sok, akkor az x−1(1
2
) e´s y−1(1
2
) pa´ratlan ko¨rei megegyeznek. Ko¨vetkeze´ske´pp G-
nek pontosan akkor le´tezik stabil pa´ros´ıta´sa, ha van olyan x stabil fe´lpa´ros´ıta´s, amelyre
x−1(1
2
)-ben nincs pa´ratlan ko¨r.
Scarf ja´te´kelme´letbo˝l jo´l ismert lemma´ja [47] seg´ıtse´ge´vel az ala´bbi a´ltala´nos´ıta´st si-
keru¨lt igazolni.
7.2. Te´tel (Aharoni, Fleiner [3]) Minden ve´gesH hipergra´fnak tetszo˝leges v csu´cs-
preferencia´k esete´n le´tezik stabil to¨rtpa´ros´ıta´sa. Abban a specia´lis esetben, ha H gra´f,
stabil fe´lpa´ros´ıta´s is le´tezik.
E´rdemes megjegyezni, hogy a Scarf lemma´ra to¨rte´no˝ visszavezete´s nem ad hate´kony
algoritmust a kezu¨nkbe, ugyanis a Scarf lemma´hoz kapcsolo´do´ proble´ma PPAD-teljes.
I´gy a ko¨vetkezo˝ terme´szetes ke´rde´s az, hogy ku¨lo¨nfe´le a´ltala´nos´ıtott proble´ma´k esete´n
(mint amilyen pl. a stabil b-pa´ros´ıta´s) vajon van-e hate´kony algoritmus a stabil meg-
olda´s kerese´se´re. Cechla´rova´ e´s Fleiner munka´ja nyoma´n az deru¨lt ki, hogy ke´t elemi
konstrukcio´ seg´ıtse´ge´vel a stabil b-pa´ros´ıta´s proble´ma visszavezetheto˝ a stabil pa´ros´ıta´s
proble´ma´ra [9]. Ezen k´ıvu¨l sikeru¨lt kiterjeszteni Irving algoritmusa´t is stabil b-pa´ros´ıta´s
kerese´se´re, valamint a 3.4. Te´tel nempa´ros gra´f esete´re vonatkozo´ a´ltala´nos´ıta´sa is bizo-
ny´ıta´st nyert.
7.3. Te´tel (Cecla´rova´, Fleiner [9]) Irving algoritmusa kiterjesztheto˝ nem felte´tlenu¨l
pa´ros gra´f stabil b-pa´ros´ıta´s kerese´se´re. Ezen k´ıvu¨l nem felte´tlenu¨l pa´ros gra´fok stabil b-
pa´ros´ıta´saira is teljesu¨l a 3.4. Te´tel ko¨vetkezme´nye.
Irving algoritmusa azonban ma´s ira´nyba a´ltala´nos´ıthato´. Tegyu¨k fel, hogy a G =
(V,E) gra´f minden egyes v csu´csa´hoz adott egy (Pv,≤v) poset e´s egy fv leke´peze´s E(v)-
ro˝l Pv-re. Azt mondjuk, hogy e v e′, ha fv(e) ≤v fv(e′) teljesu¨l, e´s az ı´gy kapott v
rela´cio´t gyenge preferencia´nak nevezzu¨k. A v-re illeszkedo˝ e e´s e′ e´lek esete´n v sza´ma´ra
ne´gyfe´le leheto˝se´g ke´pzelheto˝ el: e jobb e′-ne´l, e′ jobb e-ne´l, e e´s e′ egyforma´n jo´k,
valamint e e´s e′ nem o¨sszehasonl´ıthato´k. Tegyu¨k fel, hogy adott me´g G tiltott e´leinek
egy F halmaza. Az M ⊆ E pa´ros´ıta´st akkor nevezzu¨k szuperstabilnak, ha M ⊆ E \F e´s
minden e ∈ E e´lre van olyan v csu´cs e´s m ∈M e´l, amire m v e teljesu¨l.
7.4. Te´tel (Fleiner, Irving, Manlove [18]) Adott G = (V,E) gra´f, F ⊆ E tiltott
e´lhalmaz e´s a csu´csok v gyenge preferencia´i esete´n polinomido˝ben eldo¨ntheto˝, van-e
szuperstabil pa´ros´ıta´s, e´s ha van ilyen, akkor polinomido˝ben meg is tala´lhato´, me´gpedig
Irving algoritmusa´nak alkalmas kiterjeszte´se´vel.
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Az Irving algoritmusa´ban rejlo˝ leheto˝se´gek kora´ntsem meru¨ltek ki a fentiekkel. La´t-
tuk, hogy a pa´ros gra´fok esete´n a stabil pa´ros´ıta´s le´teze´se´ro˝l szo´lo´ te´tel kiterjesztheto˝ a
kiva´laszta´si fu¨ggve´nyekkel le´ırt a´ltala´nos´ıtott modellre. Ugyan´ıgy terme´szetes ke´rde´ske´nt
veto˝dik fel az ilyen ira´nyu´ a´ltala´nos´ıta´s leheto˝se´ge nem felte´tlenu¨l pa´ros gra´fok esete´n.
Tegyu¨k fel, hogy G = (V,E) ve´ges gra´f e´s legyen adott minden v ∈ V csu´csra egy-egy
Fv : 2E(v) → 2E(v) komonoton kiva´laszta´si fu¨ggve´ny, Dv determina´nssal. Azt mondjuk,
hogy az e´lek K halmaza F-kernel, ha
• Fv(K(v)) = K(v) teljesu¨l minden v ∈ V esete´n, valamint
• minden e ∈ E \K esete´n van olyan v csu´csa e-nek, amire e 6∈ Fv(K(v) ∪ {e}) a´ll.
Hasonlo´an a fe´lpa´ros´ıta´shoz, definia´lhato´ az F -fe´lkernel fogalma is, amit itt most nem
teszu¨nk meg, csupa´n ra´mutatunk a jelento˝se´ge´re.
7.5. Te´tel (Fleiner [13]) Ha ve´ges G = (V,E) ve´ges gra´f, e´s Fv : 2E(v) → 2E(v)
no¨vekedo˝ komonoton kiva´laszta´si fu¨ggve´ny minden v ∈ V esete´n, akkor van F-fe´lkernel.
Ilyen F-fe´lkernel polinomido˝ben tala´lhato´ Irving algoritmusa´nak alkalmas kiterjeszte´se´vel.
Tova´bba´ tetszo˝leges K1 e´s K2 F-fe´lkernelek esete´n ugyanazok az 12 su´lyu´ e´lek alkotnak
pa´ratlan preferenciako¨ro¨ket. Teha´t G-nek pontosan akkor van F-kernele, ha van olyan
F-fe´lkernele, amely nem tartalmaz 1
2
su´lyu´ pa´ratlan preferenciako¨rt.
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